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摘 要

重离子熔合反应是目前合成超重核与丰质子重核素的首选方法之一，在核物理研

究中受到广泛关注。熔合势垒是描述重离子熔合反应过程中入射粒子与靶核之间相互

作用势能的重要物理量，它的大小和形状与产物的生成截面、出射粒子能谱以及产物分

布等紧密相关。对重离子熔合势垒进行微观动力学研究，有助于揭示熔合反应过程中的

微观机制和动力学行为，并为超重核的合成提供最佳弹靶组合及入射能量的理论指导。

微观动力学模型能够模拟核反应过程中核子的动力学演化，近年来在重离子熔合反应

的研究方面取得了显著的成功，已成为研究重离子熔合势垒的重要微观方法之一。

本论文主要基于微观动力学模型——时间依赖的 Hartree-Fock(TDHF)理论系统研

究重离子熔合反应的势垒信息以及反应机制。首先，我们利用 TDHF模型系统计算了

144个近球形核反应体系的俘获阈能，并与通过拟合熔合激发函数提取的熔合势垒高度

进行了比较。研究发现，对于弹靶都是幻数核的熔合反应，TDHF模型给出的俘获阈能

与实验提取的最可几俘获势垒高度非常接近。对于近球形核引起的熔合反应，由于弹

靶的第一激发态相对较低，需要考虑俘获位置的体系激发能 (大约 1 MeV)，才能与实验

提取值更接近。对于 144个反应体系，TDHF模型给出的俘获势垒与实验提取值之间的

均方根偏差仅为 1.43 MeV，明显小于其它六个唯象核势的计算结果。进一步地，基于

TDHF模型计算的势垒参数作为微观输入，采用 Siwek-Wilczyński熔合截面公式，成功

再现了 40Ca+48Ca、16O+208Pb、28Si+96Zr、40Ca+90,96Zr和 132Sn+40,48Ca这七个体系的熔

合激发函数。同时发现，熔合体系的反应 Q值会影响垒下截面，相对较大的反应 Q值

会导致俘获位置的体系激发能较高，从而导致弹靶的动力学形变与核子转移更容易，进

而引起垒下截面的增强。

其次，为了精确地分析质量数-总动能 (M-TKE)分布，我们提出了两个函数来区分

俘获事件、准弹性 (QE)散射及深度非弹散射 (DIC)事件。我们发现，当基于 Skyrme能

量密度泛函结合密度冻结近似计算的俘获势阱深度减小时，俘获事件与 DIC事件的比

例明显减小。基于这一发现，实验能够通过测量的 M-TKE分布提取出俘获势阱深度。

进一步地，结合改进的量子分子动力学 (ImQMD)模型模拟，我们发现，QE散射事件的

接触时间小于 200 fm/c，而类裂变事件的接触时间则大于 600 fm/c，俘获与接触截面的

比例随着俘获势阱深度的增加而系统地增加。
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最后，我们在 TDHF模型的基础上，结合拓展的 Thomas-Fermi(ETF)近似，发展了

ETF-TDHF模型。研究表明，在弹靶深度接触之前，ETF-TDHF模型计算的结果与密度

约束的 TDHF模型的结果高度一致，而在计算势垒高度时 ETF-TDHF方法能够节省大

量的计算耗时。我们还注意到熔合势垒具有强烈的能量相关性。基于 ETF-TDHF模型

计算出的熔合势垒，我们利用传输矩阵方法进一步计算了熔合激发函数及其势垒分布。

在对 40Ar+176Hf熔合反应中，我们研究发现入射道的形变取向对熔合势垒具有显著影

响，这一影响会改变蒸发剩余截面，头对腰碰撞的计算结果与实验数据更接近。

关键字：重离子熔合反应，TDHF，熔合势垒，俘获势阱，熔合截面

II



Abstract

The heavy-ion fusion reaction at energies around the Coulomb barrier is an important way

not only for the synthesis of superheavy nuclei (SHN) and extremely neutron deficient nuclei,

but also for the study of the nuclear structures. As a crucial physical quantity describing the

interaction potential between the incident particle and the target nucleus during heavy-ion fusion

reactions, the fusion barrier is closely related to the production cross-sections, outgoing particle

energy spectra, and product distributions. In this work, wewould like to investigate the potential

barriers and the reaction mechanism for heavy-ion fusion reactions by using the microscopic

time-dependent Hartree-Fock (TDHF) theory.

Firstly, we investigate the capture thresholds Ecap for 144 fusion systems with nearly spher-

ical nuclei based on the time dependent Hartree-Fock (TDHF) theory. We find that for the re-

actions between doubly magic nuclei, the calculated Ecap are very close to the extracted barrier

heights from measured fusion excitation functions. For the fusion reactions with nearly spher-

ical nuclei, an excitation energy of about 1 MeV at the capture position need to be considered

to better reproduce the data due to the lower excitation threshold. The rms deviation with re-

spect to the barrier heights is only 1.43 MeV from the TDHF calculations, which is smaller

than the results from six empirical nuclear potentials. Together with Siwek-Wilczynski formula

in which the three parameters are determined by the TDHF calculations, the measured fusion

cross sections at energies around the barriers can be well reproduced for seven fusion reactions
40Ca+48Ca, 16O+208Pb, 40Ca+90,96Zr, 28Si+96Zr, and 132Sn+40,48Ca.

Secondly, we propose two functions to distinguish fission-like events from quasi-elastic

(QE) scattering and deep-inelastic collisions (DIC), for a better analysis of the measured mass-

total kinetic energy distributions of binary fragments formed in fusion-fission reactions. We

note that the ratio of capture to DIC events evidently decreases with the decreasing of the depth

of the capture pocket predicted from the Skyrme energy density functional with which the cap-

ture pocket could be extracted from the measured mass-energy distributions. Together with the

improved quantum molecular dynamics simulations, in which the typical contact time of the

reaction partners is smaller than 200 fm/c for QE and is larger than 600 fm/c for fission-like
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events, we find that the ratio of capture to touching cross section systematically increases with

the pocket depth.

Finally, we propose an efficient microscopic dynamics approach (ETF-TDHF) to calculate

the potential barrier by introducing an extended Thomas-Fermi (ETF) approximation together

with the TDHF calculations. We find that the results from the ETF-TDHF approach are in good

agreement with those from the DC-TDHF calculations at the regions before the neck is well

formed. With the ETF-TDHF, the CPU hours can be significantly saved. With the potential

barriers from the ETF-TDHF calculations combining the transfer matrix method for calculating

the fusion probability, the fusion excitation functions are further investigated. For the fusion

reaction of 40Ar + 176Hf, we found that the orientation of the deformed nuclei at the incident

channel significantly influences the fusion barrier height and consequently influences the evap-

oration residue cross-section.

Key words: Heavy-ion fusion reactions, TDHF, fusion barrier, capture pocket, fusion

cross section

IV



目 录

第一章引言 ···························································································· 1

1.1 重离子熔合反应 ············································································ 2

1.2 重离子熔合势垒 ············································································ 5

1.3 微观动力学模型 ············································································ 9

1.4 本文工作 ····················································································· 10

第二章理论模型 ······················································································ 12

2.1 Skyrme相互作用 ·········································································· 13

2.2 Skyrme-Hartree-Fock理论 ······························································· 14

2.3 时间相关的 Hartree-Fock模型 ·························································· 19

2.4 改进的量子分子动力学模型 ···························································· 22

第三章重离子熔合势垒的系统研究 ······························································ 26

3.1 重离子熔合势垒高度的 TDHF理论计算 ············································· 26

3.1.1 引言 ····················································································· 26

3.1.2 数值细节 ··············································································· 27

3.1.3 计算结果与讨论 ······································································ 30

3.1.4 小结 ····················································································· 40

3.2 超重体系俘获势阱的系统研究 ························································· 41

3.2.1 引言 ····················································································· 41

3.2.2 数值细节 ··············································································· 42

3.2.3 计算结果与讨论 ······································································ 42

3.2.4 小结 ····················································································· 49

第四章重离子核-核相互作用势的微观动力学研究 ··········································· 51

4.1 核-核相互作用势的微观动力学描述 ·················································· 51

4.1.1 引言 ····················································································· 51

4.1.2 核-核相互作用势的理论描述 ······················································ 53

4.1.3 计算结果与讨论 ······································································ 61

V



4.1.4 小结 ····················································································· 66

4.2 重离子熔合激发函数的理论研究 ······················································ 66

4.2.1 引言 ····················································································· 66

4.2.2 传输矩阵方法 ········································································· 67

4.2.3 计算结果与讨论 ······································································ 68

4.2.4 小结 ····················································································· 72

4.3 40Ar+176Hf熔合反应中形变效应的研究 ·············································· 73

4.3.1 引言 ····················································································· 73

4.3.2 对 DC-TDHF方法的改进 ··························································· 74

4.3.3 计算结果与讨论 ······································································ 76

4.3.4 小结 ····················································································· 80

第五章 总结及展望 ··················································································· 81

5.1 总结 ··························································································· 81

5.2 展望 ··························································································· 82

参考文献 ································································································ 84

附 录 ···································································································104

攻读博士学位期间取得的研究成果 ·······························································110

致 谢 ··································································································· 111

作者简介 ································································································113

VI



图清单

图 1 核反应类型与轨道角动量的关系 ··························································· 3

图 2 新核素合成与发现方法汇总 ································································· 4

图 3 48Ca+248Cm反应的核-核相互作用势 ······················································ 6

图 4 超重核 296Lv的势能曲面和几条典型的演化途径 ······································· 9

图 5 在 28Si+96Zr反应中体系在不同时刻的密度分布 ········································ 29

图 6 俘获阈能随 28Si入射角度和碰撞参数的变化 ············································ 29

图 7 在 16O+208Pb反应中体系密度分布随时间的演化 ······································· 31

图 8 弹靶核质心距离随时间的变化及势垒分布与实验值的比较 ·························· 33

图 9 利用 TDHF模型计算 144个近球形体系的俘获阈能与实验数据的相对偏差 ···· 33

图 10 利用 TDHF模型和 Bass势计算 144个近球形体系的俘获势垒高度与实验数

据的绝对偏差 ················································································· 35

图 11 40Ca+48Ca、16O+208Pb及 40Ca+90,96Zr反应的熔合激发函数的理论计算值与

实验值的比较 ················································································· 38

图 12 同图 11，但针对 28Si+96Zr反应。 ························································ 39

图 13 同图 11，但针对 132Sn+40,48Ca反应。 ··················································· 40

图 14 36S+238U和 40Ca+144Sm反应产物的质量数-总动能分布实验值 ··················· 44

图 15 同图 14，但针对 48Ca+238U、48Ca+248Cm、52Cr+248Cm和 64Cr+248U反应 ····· 45

图 16 同图 14，但针对 58Fe+208Pb和 86kr+208Pb反应 ······································· 45

图 17 同图 14，但针对 48Ca+244Pu、48Ti+238U、52Cr+232Th和 86Kr+198Pt反应 ······· 46

图 18 俘获势阱深度与有效裂变参数的关系 ··················································· 47

图 19 64Ni+208Pb在不同接触时间下的质量数-总动能分布 ································· 48

图 20 俘获截面 σcap与接触截面 σT的比值随俘获势阱深度的变化 ······················ 49

图 21 ETF方法的不同阶近似的计算值与 HF计算值的比较 ······························· 61

图 22 利用 ETF2和 ETF4计算原子核的基态能量值与实验值的相对偏差 ·············· 62

图 23 16O+208Pb反应的核-核相互作用势 ······················································· 62

图 24 利用 ETF-FHF和 DC-FHF计算值 16O+208Pb反应的密度冻结势 ·················· 63

VII



图 25 利用 ETF-TDHF和 DC-TDHF计算 16O+208Pb反应的动力学势 ··················· 64

图 26 16O+208Pb反应的势垒半径和势垒高度随入射能量的变化 ·························· 65

图 27 粒子在穿透过程中发生穿透和反射的示意图 ·········································· 69

图 28 16O+208Pb反应的势垒穿透概率和熔合激发函数 ······································ 69

图 29 熔合激发函数的理论计算值与实验值的比较 ·········································· 70

图 30 势垒分布的理论计算值与实验值的比较 ················································ 72

图 31 16O+208Pb反应中进行密度约束计算前与计算后的密度分布 ······················· 75

图 32 利用不同理论方法计算得到 16O+40Ca反应的核-核相互作用势 ··················· 76

图 33 16O+208Pb反应的核-核相互作用势及熔合激发函数的理论计算值与实验值

的对比 ·························································································· 76

图 34 40Ar分别与不同靶核反应的蒸发剩余截面的理论计算值与实验值比较 ········· 77

图 35 40Ar+176Hf在不同入射能量和不同形变取向下的核-核相互作用势 ··············· 78

图 36 40Ar+176Hf反应蒸发剩余截面的理论计算值与实验值的比较 ······················ 79

VIII



表清单

表 1 利用 TDHF模型和其他唯象势垒模型计算 144个近球形体系的俘获势垒高度

值与实验值的均方根偏差 ···································································· 35

表 2 利用 TDHF模型计算确定七个反应体系在 SW公式中的势垒参数 ················ 37

表 3 ImQMD模型参数 IQ3a ······································································· 42

表 4 13个反应体系的入射道属性 ································································ 46

表 5 势垒高度实验值与理论计算值的比较 ····················································· 65

IX



[ – This page is a preset empty page – ]



北京航空航天大学博士学位论文

第一章 引言

原子核是由中子、质子组成的量子多体系统，它是物质结构的一个重要层次。原子

核是原子中心的一个极其微小 (∼ 10−15 m)的实体，它几乎包含了原子的全部质量。人

们根据中子数 N 和质子数 Z 来区分原子核，用 A
ZXN 符号表示一个核素，其中 A表示

核子总数 (质量数，A = N + Z)，X 代表与质子数 Z 相对应的元素符号。具有相同质子

数 Z 但中子数 N 不同的原子核称为同位素，具有相同中子数 N 但质子数 Z 不同的原

子核称为同中子素，而具有相同质量数 A但质子数 Z 不同的原子核称为同量异位素。

原子核物理的研究历史深远而丰富，其起源可以追溯到 1896年，当时 H. Becquerel

首次发现了放射性现象[1]，这一发现被看成为核物理学发展的开端。1911年，Rutherfor

通过 α粒子与原子散射的实验，揭示了原子内部存在一个密集的核心[2]，即我们所说

的原子核。这一发现不仅解决了原子核与原子尺度的疑惑，也为后续的核结构研究提供

了重要的线索。随后，在 1919年，Rutherford通过 α粒子轰击氮核的实验，成功地发现

了质子[3]，这一发现极大地推进了人们对原子核内部组成的了解。然而，此时物理学

家对于原子核内部的具体结构仍然充满困惑。直到 1932年，Chadwick通过一系列实验

证明了原子核中存在中子[4]，这一发现终于揭开了原子核内部组成的神秘面纱。1939

年，Hahn和 Strassmann两位科学家在研究中发现了原子核的裂变现象[5]，1942年，费

米建立第一个链式反应堆，标志着人类进入了掌握核能源的新时代。从此，原子核物理

的研究进入了蓬勃发展的阶段，多位物理学家在这一领域做出了杰出的贡献，并因此获

得了诺贝尔物理学奖。在理论研究方面，1935年 Yukawa提出了描述核力的介子交换理

论[6]，这个理论不仅解释了强相互作用力的短程性，也为后续的研究提供了重要的理

论基础。1949年M. G. Mayer和 H. D. Jensen提出了壳模型[7]，该模型考虑了核子自旋

角动量与轨道角动量的耦合，成功解释了幻数现象，并描述了大部分基态原子核的自旋

和宇称。壳模型的提出为原子核微观理论的发展奠定了坚实的基础。紧接着，在 1950

年，Rainwater提出了原子核可能发生形变的观点[8]。随后，在 1952年，A. Born和 B.

Mottelson基于壳模型，进一步发展了集体模型来描述原子核的结构[9]，这一模型不仅

考虑了单粒子运动，还考虑了集体运动（如转动和振动）等特性，更全面地反映了原子

核的复杂性质。
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原子核不仅汇聚了丰富的内禀自由度，还包含了四大基本相互作用，成为宇宙中绝

大多数已知可释放能量的载体。历经百年，核物理一直是物质科学研究的前沿阵地，对

人类生存与发展、国家安全与地位均产生了深远而重大的影响[10]。原子核是一个量子

多体系统，有可能会发生振动、转动、熔合及裂变等集体过程。其中每一个过程都可以

用来研究量子多体动力学的某一特定方面。例如，对核振动的研究可以告诉我们单粒子

如何产生集体运动，它与壳结构的相互作用是什么，以及集体模式如何衰减和消失等。

这些集体过程也可以通过重离子碰撞进行研究。在重离子碰撞中，由于碰撞时间尺度极

短，系统与外部环境的相互作用非常有限，因此量子相干性得以保持，这使得重离子碰

撞成为研究量子多体动力学的理想实验平台。此外，通过重离子核碰撞能够产生极高的

温度和能量密度。在此条件下，核物质的性质和行为将发生显著变化。这些变化对于理

解核物质的基本性质和探索新的物质状态具有重要意义。因此，重离子核反应一直是核

物理领域的一个重要分支。由于重离子的波长通常较短且开放的反应道多，使其在参与

核反应时展现出与轻粒子截然不同的行为。首先，由于重离子携带有大量电荷，它们之

间的相互作用需克服较高的库仑势垒，这一势垒随着重离子电荷量的增加而显著升高。

在入射能量低于库仑势垒的条件下，虽然直接的核相互作用被抑制，但强烈的库仑作用

依然能引发核的形变、表面振动和集体转动等现象。其次，重离子参与的非对心碰撞过

程尤为复杂。在这一过程中，入射的重离子会带入大量的轨道角动量，由于耗散作用，

部分轨道角动量会转化为体系内部的自旋，为深入研究高自旋态核的结构与性质提供

了独特的机会。再者，重离子种类的多样性使得重离子核反应的弹靶组合及反应类型异

常丰富，并且与能量强烈相关，这为探索原子核的多样性和复杂性提供了广阔的舞台。

重离子熔合反应作为重离子核反应的一种重要反应类型，它是目前合成超重新元素的

唯一机制[11]。

1.1 重离子熔合反应

两个原子核之间可能发生的反应类型与体系的总质量、弹核的入射能量和经典碰

撞参数或轨道角动量等入射道参数有关，这些因素可以归结到轨道角动量 L = bµv 中，

b为碰撞参数，µ为有效质量，v为弹核运动的速度。角动量决定了反应过程中弹核和靶

核物质分布相互渗透的程度。图1展示了重离子核反应可能发生的反应类型的分类示例。

当角动量较大时，只有库仑相互作用，此时发生库仑散射或库仑激发。当角动量逐渐减
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图 1 核反应类型与轨道角动量的关系[12]

小，核力开始起作用时，可以发生弹性散射或准弹性散射 (非弹性散射和少数核子的转

移反应)。当角动量继续减小时，两核的作用程度逐渐加深，原子核被高度激发，但两核

保持各自的特性，相互接触一段时间 (~2 zs)后分开，这种反应类型被称为深部非弹性

散射 (也称深度非弹性散射)。当角动量再减小时，两核可以融合为一体，接触时间足够

长 (>20 zs)，原子核内各个自由度达到平衡，最终形成复合核，这种反应类型被称为熔

合反应。

熔合反应是指两个原子核 (弹核和靶核) 克服熔合位垒被势阱俘获形成新“复合”

原子核的过程。与化学反应中的化合物保留组成原子的基本特性不同，在熔合反应中，

组成原子核的特性会消失。这一观点体现在 Bohr独立性假说中[13]，它指出只有守恒

量会被保留：质子和中子的总数（定义复合核的身份）、能量和角动量（定义形成复合

核产生条件）和宇称。复合核通常具有较高的激发能，故用“熔合”一词而非“融合”。

重离子熔合反应为我们提供了有关量子多体系统中的动态演化和耗散现象等重要信息。

自然界中存在 288种核素，其中有 254个稳定核素，34个不稳定核素[15]。截止到

2022年底，人类在实验室通过核反应合成了 3300多种新核素，使核素数量增加了 10倍

以上。图2显示的是这些核素被首次发现时所使用的合成方法。可以看到，弹核碎裂/深

部非弹反应、熔合/转移反应和裂变反应是合成新核素主要手段，其中，通过重离子熔合

反应合成了 790个新核素，约占合成新核素总数的 1/5，是所有合成方法中最多的。中

国通过重离子熔合反应一共发现了 36 种新核素[14]。同时，从图2中可以发现，熔合反

应产生的新核素绝大部分位于缺中子侧，这是由于在较重的弹靶核材料中，原子核的质

子数与中子数比值较小的缘故。因此，形成的复合核处于缺中子那一侧。由于弹靶核材

料的限制，目前实验上合成比铀重的超重核素只能通过重离子熔合反应实现。
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图 2 新核素合成与发现方法汇总，灰色是理论预言可能存在、但是实验尚未发现的核素[14]。

最近几十年来，随着世界各大核物理实验室中重离子加速器的建成和放射性束流

的投入使用，人们对新核素的合成，特别是超重核素的新核素合成，进行了大量的实验

研究。例如，德国重离子研究中心 (GSI)成功合成了 Z=107至 112号新元素[16-21]，它

们是通过 Pb或 Bi作为靶材料的“冷熔合”反应实现的；日本理化学研究所 (RIKEN)

通过 70Zn+209Bi的“冷熔合”反应成功合成了 Z=113号新元素[22]；俄罗斯杜布纳联合

核子研究所 (Dubna)采用 48Ca束流和锕系靶的“热熔合”成功合成了 Z=114至 118号

新元素[23-26]。目前，元素周期表的第七周期已被全部填满，为了产生 Z>118号新核

素，一些核物理实验室做了许多的尝试。例如，2009年，Dubna尝试利用 54Fe+244Pu的

熔合反应来合成 Z=120号元素[27]，2016年，GSI尝试利用 54Cr+248Cm的熔合反应来

合成 Z=120号元素[28]，他们都没有取得成功，仅给出了反应截面的上限。这是因为随

着合成目标核素电荷数 Z 的增大，其蒸发剩余截面呈指数下降。例如，Z=105号元素

的蒸发剩余截面约为 fb量级，而 Z=118号元素快速下降至 pb量级[26]，几乎到了探

测器探测范围的极限。如果要继续采用重离子熔合反应来合成超重新元素，则需要提

高实验束流的流强。当前，世界各大核物理实验室都在建造或升级强流重离子加速器。

已经投入运行的第三代放射性核素装置包括美国的 FRIB[29-30]、俄罗斯的 JINR[31]和

日本的 RIKEN[32-33]，正在建造的有德国的 FAIR[34-35]、韩国的 ROAN[36]、中国的

HIAF[11] 等。其中，中国的 HIAF已于 2018年 12月 23日开工建设，建设周期约为 8

年。HIAF装置上的超导直线加速器能够提供高强度、高单束团功率、宽能量范围、种

类丰富的重离子束流和放射性束流，将成为国际上开展重离子熔合反应和多核子转移
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反应实验研究的重要装置之一[11]。

重离子熔合反应的反应过程复杂而丰富，涉及势能、转动能、形变能和内部核子激

发能等多种能量的转化，为我们提供了研究原子核结构和性质的重要线索。例如，原子

核内部核子的运动自由度对势垒分布非常敏感。因此，可以通过对势垒分布的分析，研

究振动、转动和形变等在熔合过程中的影响。大量研究发现，对于弹核和靶核都是球形

核的熔合反应，势垒分布呈单高斯形状；而对于近球形核，声子振动则是主要的激发模

式，相应的势垒分布为一系列声子振动的耦合形成的连续分布；对于大形变核，转动是

最主要的激发模式，相应的势垒分布具有一定的倾向性[37]。目前，抽取势垒分布已成

为分析近垒或垒下熔合反应的一种重要研究方法。势垒分布既可以从熔合激发函数中抽

取，也可以从背角弹性或背角准弹性散射激发函数中抽取。通过对 16O+144,154Sm, 186W,
92Zr和 17O+144Sm等体系的研究表明，这两种方法抽取的势垒分布基本一致，但从准弹

性散射激发函数中抽取的势垒分布误差相对较小[38]。同时，在核天体物理中，重离子

熔合反应的研究对理解恒星内部的核反应过程以及宇宙中元素的起源和演化具有重要

意义[39-40]。在恒星内部，由于高温高压环境，轻原子核会通过熔合反应形成更重的原

子核。此外，Phuoc等人的计算表明，采用不同的相互作用计算的熔合势垒高度出现显

著的系统性偏差[41]。因此，可以通过熔合反应的实验数据约束核力及检验理论模型。

1.2 重离子熔合势垒

势垒隧穿是量子力学中的一种奇特现象，即粒子在能量低于势垒的势能时，会有一

定概率穿过势垒。它反应了微观粒子的波粒二象性，为我们理解微观世界提供了新的视

角，在生物学、化学、量子计算、凝聚态物理等领域有非常广泛的应用。原子核作为一

个量子多体系统，在某些情况下也会发生势垒隧穿，如 α衰变、核裂变、核熔合等。不

同隧穿现象对应不同的势垒，如 α衰变对应库仑势垒、核裂变对应裂变势垒、核熔合对

应熔合势垒。对这些势垒的理论研究是当前核物理研究的热点课题之一。

在重离子熔合反应中，当弹核与靶核逐渐靠近并发生碰撞时，入射核的动能会转变

为体系的势能、转动能、形变能以及内部核子的激发能等。当入射核的动能足以克服弹

靶核之间的相互库仑排斥力，它们的核物质分布就会发生一定的重叠，如果重叠足够，

核吸引力将克服库仑排斥力，原子核将被拉得越来越近，最终形成一个复合原子核。一

个类比是，两个液滴在表面张力的驱动下，当它们接触时形成一个液滴。这个过程可
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以用弹靶核间的势能来描述，该势能在核力和库仑力平衡的点上有一个峰值 (即势垒高

度)。核-核相互作用势描述的是体系的势能随着两核距离的变化曲线，它反映了在反应

过程中库仑力与核力的竞争，并直接影响核反应中所有动力学过程。当弹靶核逐渐趋近

时，它们之间的核-核相互作用势呈现出一种独特的形状，类似于一道障碍或壁垒，这

种形状导致了弹靶核在相互靠近时受到显著的“阻碍”效果。因此，通常人们将这一特

定区域内的核-核相互作用势定义为“熔合势垒”。由于核力仅在两核距离较近时显著作

用，熔合势垒有时会被不太精确地称为“库仑势垒”。

熔合势垒对于研究重离子熔合反应极其重要，在特定的入射能量下，熔合势垒高度

以及熔合势垒的结构决定了反应发生的概率及反应路径。可以说，人们对熔合反应的

理解是随着对熔合势垒认识的深入而逐渐加深的。图3显示的是 48Ca+248Cm反应体系的

熔合势垒，它有三个比较重要的参数:势垒高度 VB、势垒半径 RB及俘获势阱深度 Bqf。

当入射能量高于 VB（通常称为“垒上”）时，弹核可以直接与靶核接触并发生熔合。当

入射能量低于 VB（通常称为“垒下”）时，虽然弹核的动能无法直接克服势能，但由于

量子隧穿效应，弹核仍有一定几率与靶核发生熔合反应。

1 0 1 2 1 4

1 9 0

2 0 0

2 1 0

2 2 0

V (
R)

R  

4 8 C a + 2 4 8 C m

B q f

V B

R B

图 3 48Ca+248Cm反应的核-核相互作用势

理论上，熔合势垒是客观存在的，但在实验上无法直接测量其确切值，然而可以通

过实验测量的熔合激发函数间接获取熔合势垒的部分信息。在上世纪 60年代以前，由

于实验设备的限制，实验主要测量的是近垒或垒上的数据。基于这些数据，人们能够利

用经典的垒上截面公式来抽取 VB 和 RB 的值。随着实验设备的不断升级，实验不仅能

够测量比较深垒下的数据，还能达到更高的实验精度。基于深垒下的熔合数据探测熔合
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势垒内部势的形状，是目前已知的唯一手段。1991年，N.Rowley等人[42] 从理论上指

出，可以通过精确测量熔合激发函数 σ(E)来抽取势垒分布。此后，大量的高精度实验

数据以及垒下数据被测量，这极大地推动了对熔合势垒及相关物理过程的研究。通过对

σ(E)对能量作二次微分 d2Eσfus(E)/dE
2得到势垒分布[43]，进而可以根据势垒分布抽

取 VB和 RB的值。此外，势垒分布还有助于对耦合道机制的理解[44]。

迄今为止，基于大量的实验数据，人们建立了许多理论模型来计算熔合势垒。常用

的有 Bass势[45]、亲近势[46]及密度泛函势[47]等。而“垒上”和“垒下”这两个概念，

通常是以 Bass势作为参考基准来定义的。基于上述的熔合势垒，通过一维势垒穿透模

型可以计算熔合概率。通过与实验数据的比较，人们发现这些模型在垒上的计算结果基

本一致，但在垒下部分普遍低于实验数据很多，甚至低好几个数量级，这被称为垒下熔

合截面增强现象。1978年，Stokstad等人[48] 首先报道了 16O+148,150,152,154Sm反应体系

的近垒及垒下熔合截面出现异常增强的现象。随后，多家实验组证实了近垒及垒下熔合

截面增强是一个普遍现象[49-52]。针对这个现象，人们逐渐认识到一维的熔合势垒模型

需要扩展到多维势垒模型。因此，在此基础上，耦合道模型得到了发展。当多个道耦合

时，原先单个势垒会分裂成多个势垒，形成一个分布，即势垒分布。势垒分布概念的提

出成功解释了近垒及垒下熔合截面增强的现象[53-55]，这使得耦合道模型的研究成为

了当时的理论研究热点。

在熔合位垒附近的重离子熔合反应中，弹核和靶核相互作用时间与核集体运动及

核内核子传输时间等相当。反应体系内部的动力学特性，特别是那些与核的激发状态

(如转动、振动和巨共振等)以及核子间的转移密切相关的自由度，与相对运动自由度之

间存在着显著的相互作用和耦合效应[44]。耦合效应直接影响了熔合反应道，故被称为

耦合道效应。Hagino等人于 1999年开发了计算耦合道效应 CCFULL程序，它包含所有

级次的耦合效应[56]。该程序一经推出，就在熔合发应中得到了广泛运用[57-61]。由于

CCFULL程序需要输入如形变参数 β2和 β4、转动态 2+、4+和 6+及振动模式等核结构

参数，而通常这些核结构参数是未知的，因此在实际输入时，这些结构参数的取值会带

有较大的任意性。尽管可以利用耦合道模型来解释实验数据，但由于核结构参数的不确

定性，利用 CCFULL程序进行理论预言时也会存在相当大的不确定性。此外，人们发现

从熔合实验数据中抽取的势垒分布通常呈现出类高斯分布形状。因此，为了计算方便，

人们常常将势垒分布近似为高斯分布[62] 或其多个叠加的形式[47,63-65]。这类方法被
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称为经验耦合道模型。经验耦合道模型需要引入 3N-1个参数（其中 N代表高斯分布的

个数）。王宁等人的计算表明[65]，只要适当地选择高斯分布的数目，理论模型就能够很

好地再现实验数据。

为了简化分析，上述模型都假设弹靶核在碰撞过程中的相互作用是瞬时的，以至于

碰撞过程中弹靶核的密度分布不会发生显著变化，即突然近似。在熔合位垒附近的重离

子熔合反应中，当弹靶核接近熔合势垒半径位置时，它们的运动速度变得非常缓慢，理

论上可以给予它们足够的时间来调整密度分布。因此，在实际情况中，这个假设很难满

足。此外，耦合道模型在计算中，需要引入额外参数，增加了理论预言的不确定性。为

了更微观且自洽地描述熔合势垒，采用微观动力学模型进行研究是非常有必要的。由

于微观动力学模型能够模拟核子真实的输运过程，它对于两核反应过程中引起的动态

形变、颈部的形成、核子转移以及复合核的能量耗散等现象，能够给出合理且自洽的描

述。在微观动力学模型的实际计算中，核结构与核反应使用的是同一套参数，这显著降

低了理论计算的不确定性，从而为实验提供了更可靠的理论预测。

此外，在电荷乘积 Z1Z2<1000相对较轻的原子核的熔合反应中，熔合过程被认为是

相当简单的，由于俘获势垒的“口袋”(也称为俘获势阱)较深，当弹核被俘获后即发生

熔合。而在更大电荷乘积 Z1Z2>1000比较重的核反应中，相对运动角动量可以很容易

地超过发生熔合反应的临界角动量，此时俘获势阱会消失，在这个反应过程中，反应机

制极其复杂，存在熔合-裂变、深度非弹散射及准裂变三种反应机制的激烈竞争。图4给

出的是超重核 296Lv体系的势能曲面和几条典型的演化途径。可以看到，48Ca+248Cm体

系在反应过程受到势能曲面的影响，出现如图所示的三种不同反应道 DIP、QF1和 QF2，

这些反应道与俘获势阱深度紧密相关。

在超重核反应中，对于非常高的角动量，只要有足够高的入射能量，即使不存在俘

获势阱，两个核表面也可以被强制紧密接触。这将导致多个核子-核子之间相互作用，其

结果是核子交换 (但整体质量漂移很小)和能量耗散，这种反应机制被称为深度非弹反

应，从 20世纪 70年代开始被广泛研究[66-69]。在同时期，人们发现了除熔合-裂变和深

度非弹性反应之外的第三种反应机制——准裂变的迹象[70]，并在 80年代明确了其特

征[71-73]，其性质介于深度非弹性反应和熔合反应之间。准裂变反应出射的动能基本上

完全被阻尼，就像在熔合之后的裂变一样[73-74]。此时，出射核的质量也演变为对能量

有利的对称分裂，但这种分裂并不一定完全平衡，这与熔合-裂变的过程有所不同[72]，
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图 4 超重核 296Lv的势能曲面和几条典型的演化途径[37]

角分布也与熔合-裂变的预期不一致。人们逐渐意识到对于超重核反应系统，通过势垒

后可能发生准裂变反应而不是熔合反应，熔合势垒术语应改为更合适的名称，即俘获势

垒。显然，俘获势垒在核反应中扮演着至关重要的角色，它与熔合-裂变、准裂变和深度

非弹反应这三种反应机制紧密相关。因此，对于超重核反应体系的俘获势垒的微观动力

学研究，对于理解产生这三种反应机制的微观动力学过程至关重要，特别是对于合成超

重核来说，这样的研究尤为关键，可以为实验上合成新的超重核提供重要的理论支撑。

1.3 微观动力学模型

在库仑位垒附近的重离子熔合反应中，原子核的集体运动相比于内部核子的运动

来说非常缓慢，核子-核子的相互碰撞也被 Pauli不相容原理所限制，因此，核子的平均

自由程很长，与核的大小相当，核子之间的运动可以被看成是相互独立的运动。在这种

情况下，平均场近似是微观描述量子多体系统的一个非常好的近似。

在熔合反应过程中，原子核结构效应及其动力学效应会对反应产生强烈影响。一个

经典的例子是反应过程中中子转移会导致熔合势垒高度降低，使得垒下熔合截面显著

增强，这种现象无法用静态核势模型来处理。基于平均场近似的微观动力学模型，如时

间依赖的 Hartree-Fock(TDHF)模型和量子分子动力学 (QMD)模型，计算得到的熔合势

垒能自洽处理形变、核子转移和同位旋效应等以及它们之间的耦合效应。它们在描述熔
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合反应机制上取得了极大的成功，例如势垒高度的能量依赖、同位旋效应、颈部的成长

和形变效应等方面。其中，QMD模型采用高斯波包来描述每个核子的单粒子分布函数，

该模型既包含了平均场效应，又适当考虑了两体碰撞。然而，由于未能正确考虑自旋轨

道相互作用，这些模型在描述垒下部分的熔合势垒时存在不足。该类模型包括 ImQMD

模型[75] 和 IQMD模型[76]。TDHF模型将体系的总波函数写成一个 Slater行列式，并

且自洽地包含了自旋轨道耦合相互作用。该类模型包括密度约束的 TDHF(DC-TDHF)

模型[77] 和耗散动力学的 TDHF(DD-TDHF)模型[78]。相较于 QMD模型，TDHF模型

计算非常耗时。上个世纪由于计算资源的匮乏，TDHF模型的计算常采用一些近似，比

如通过增加空间对称性[79]，减少 Skyrme能量密度泛函的项数[80]来减少计算量。近年

来，随着计算设备的快速发展，TDHF模型已经成功扩展至三维空间，并能够考虑更多

的 Skyrme能量密度泛函的项，在描述重离子熔合反应方面取得了很大的成功[81-84]。

要得到反应体系的熔合势垒，需要计算反应路径上的对应位置处的激发能。在QMD

模型中，动能部分常采用拓展的 Thomas—Fermi近似[85]，通过这种近似，动能部分被

直接表示为密度的函数，从而使得激发能的计算变得非常简单。通过对大量体系的计算

表明，这种近似是非常有效的，它对重离子熔合势垒的能量依赖性以及同位旋效应能够

进行很好的描述[75,86-88]。在 TDHF模型中，集体运动与单粒子运动相互耦合，直接

提取激发能非常困难[89]。传统的做法是在反应路径上的对应位置处固定粒子数密度，

并对波函数进行约束密度变分。通过这种方式可以得到固定粒子数密度下的基态波函

数，从而实现扣除掉激发能的目的，进而得到反应体系的熔合势垒[77]。由于这种方法

无需采用任何近似，能够微观自洽地获得复合系统的基态，因此在研究重离子熔合势垒

方面取得了显著的成功[41,77,90-92]。特别是在解释壳效应和准裂变等方面，它展现出

了非常明显的优势[93-97] 。然而，这种方法计算过程非常耗时，因此很难直接大规模

地应用于熔合反应的系统研究中。

1.4 本文工作

熔合势垒在重离子熔合反应中的重要性不言而喻，基于前面的讨论，我们将试图回

答以下几个问题：

1. 如何准确地计算重离子熔合反应中的动力学势垒？DC-TDHF虽然能够解决这一

问题，但是由于非常耗时，如何在精确度得以保证的前提下，能够用较低的计算
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成本系统开展势垒高度的微观计算？

2. 由于实验上直接测量的是熔合激发函数，如何基于 TDHF理论准确计算垒下以及

垒上的熔合截面，并且弄清导致垒下截面增强或压低的物理机制？

3. 由于微观动力学模型计算出来的势垒存在能量依赖，如何能够消除能量依赖带来

的不确定性，从而可以与实验数据进行定量比较？由于 TDHF模型非常耗时，目

前还没有人利用 TDHF模型对实验上提取出来的几百个重离子熔合势垒高度进行

系统计算。如果能开展这样的系统研究，无论是对于检验 TDHF理论模型，还是

对于弄清熔合反应机制都非常有帮助。

4. 对于合成超重核的熔合体系，由于准裂变的出现，俘获势垒会有哪些不同？如何

从实验上以及 TDHF理论模拟中区分准裂变与深度非弹性散射？

本文将围绕上面几个问题，开展微观动力学研究，旨在构建一套理论方法来准确地

计算重离子熔合反应的势垒信息与俘获截面，并通过对从轻到重上百个反应体系的系

统研究，弄清楚近垒熔合反应机制以及超重体系的不同之处，为实验上合成新的超重核

提供重要的理论支撑。

本文的主要安排如下：第二章详细介绍 Skyrme相互作用、Skyrme-Hartree-Fock方

法以及用到的两个理论模型：TDHF模型和 ImQMD模型；第三章系统研究重离子熔合

势垒，具体内容包括使用 TDHF模型对重离子熔合势垒高度的系统计算以及对超重核

体系俘获势阱的系统研究；第四章对重离子核-核相互作用势进行微观动力学研究，研

究内容主要包括对重离子核-核相互作用势的微观描述、熔合激发函数的理论研究以及

在 40Ar+176Hf熔合反应中的形变效应的具体探讨。第五章给出总结和展望。
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第二章 理论模型

原子核是一个复杂的量子多体系统，在非相对论框架下核子的运动的薛定谔方程为

ĤΨ(r, t) = iℏ
∂

∂t
Ψ(r, t). (2.1)

精确求解该运动方程有两个挑战：第一个挑战是相互作用项 Ĥ 无法通过基本相互作用

精确得到。核力是夸克间强相互作用的剩余相互作用，理论上可以从描述强相互作用量

子色动力学 (QCD)导出核力。但 QCD在原子核尺度能量下是非微扰的，这给从 QCD

出发描述核力带来了极大的困难。最近几十年来，根据核力的短程特性发展的有效相

互作用 Skyrme力[98]和 Gogny力[99]取得了极大成功。因此，在微观核结构和核反应

计算中，常常采用的是有效核力；另一个挑战是求解量子多体系统的困难。自洽平均场

(SMF)理论和密度泛函 (DFT)理论都是处理多体问题的有效工具，它们通过将多体问题

转化为无相互作用的单体问题求解，极大简化了求解过程，是描述核结构和核反应动力

学常用的方法。

SMF理论最早可以追溯到 1928年由 Hartree等人提出的 Hartree理论[100]，它将多

电子体系的电子近似为独立运动，体系的波函数表示为单电子波函数的乘积。由于这

种乘积无法满足费米子的交换反对称性，Fock等人在 1930年将费米子的交换性考虑进

来，他们提出在 Hartree工作的基础上，用单电子波函数组成的 Slater行列式代替它们

的乘积[101]。这就是大家熟知的 Hartree-Fock(HF)理论，它被广泛应用于核物理的研究

中。DFT理论起源于上世纪六十年代的两个奠基性工作。第一个是 P. Hohenberg和W.

Kohn在 1964年证明了系统的能量可以由密度唯一确定[102]，这一发现奠定了 DFT理

论基础。第二个是在 1965年，W. Kohn和 L. J. Sham提出可用无相互作用的参考系统替

代真实系统，由此建立了著名的 Kohn-Sham方程[103]。该理论的提出使得 DFT理论能

够在实际问题中得以真正付诸实施。DFT自被提出以来，便在物理、化学、材料和生命

科学等多个领域中发挥着非常重要的作用。

动力学问题可以被视为定态问题的动力学扩展，原则上，处理定态问题的理论方法

在动力学问题中同样适用。变分原理为建立这种联系提供了桥梁。在反应过程中，系统
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的作用量表示为

S ≡ St0,t1 [Ψ] =

∫ t1

t0

dt
〈
Ψ(r, t)

∣∣(iℏ d
dt

− Ĥ
)∣∣Ψ(r, t)

〉
. (2.2)

如果多体波函数 Ψ(r, t)能够遍历整个 Hillbert空间，式(2.2)则可以导出精确的薛定谔方

程。在实际计算中，通常采用近似方法，如 Hartree理论或 Hartree-Fock理论，近似处理

Ψ(r, t)，核力也需要使用有效核力。目前，ImQMD模型和 TDHF模型都采用了 Skyrme

力，它们的平均场 ĥ都基于 Skyrme能量密度泛函的形式，但两者在处理波函数时采用

了不同的近似方法。

本章将详细介绍 TDHF模型和 ImQMD模型。具体安排如下：在 2.1节中，我们将

介绍 Skyrme相互作用，这是两种模型共同采用的相互作用。在 2.2节中，我们将介绍

HF方程，并介绍 Skyrme力在 HF方法的框架下，平均场 ĥ的具体表达式。在 2.3节中，

我们将介绍 ImQMD模型，包括其理论基础及在核物理研究中的应用。最后，在 2.4节

中，我们将介绍 TDHF模型，包括其理论基础及在核物理研究中的应用。

2.1 Skyrme相互作用

随着原子核质量数的增加，直接使用现实核力会遇到处理硬的排斥芯和求解多体

系统的困难。基于核力的基本性质提出的有效相互作用，并结合密度泛函理论，能够近

似解决这两个难题，从而使我们能够求解原子核的各种基态和激发态的性质。Skyrme

相互作用是由 Skyrme提出的一种有效的二体和三体相互作用[98]。它与现实核力之间

的联系可以通过多种方法建立，例如 Negele和 Vautherin的密度矩阵展开法[104]，该方

法通过核物质隐式地建立这种联系，或者通过更直接的方法[105-106]。此外，可以将

Skyrme相互作用重新表述为能量密度泛函（EDF）的形式[107]。Skyrme相互作用包含

动量相关项及其若干可调参数，使得它能够很好地模拟真实核子间的相互作用。

Skyrme相互作用包含两体项和三体项:

V =
∑
i<j

υ
(2)
ij +

∑
i<j<k

υ
(3)
ijk. (2.3)
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其中两体项表示为

υ
(2)
12 = t0(1 + x0Pσ)δ(r1 − r2) +

t1
2
(1 + x1Pσ)[δ(r1 − r2)k

2 + k′2δ(r1 − r2)]

+ t2 (1 + x2Pσ)k
′ · δ(r1 − r2)k + iW0(σ1 + σ2) · (k′ × δ(r1 − r2)k)

+
te
2

{ [
3(σ1 · k′)(σ2 · k′)− (σ1 · σ2)k

′2] δ(r1 − r2)

+
[
3(σ1 · k)(σ2 · k)− (σ1 · σ2)k

2
]
δ(r1 − r2)

}
+ t0

{
[3(σ1 · k′)(σ2 · k)− (σ1 · σ2)k

′ · k] δ(r1 − r2)
}

. (2.4)

其中，k =
1

2i
(∇1 −∇2)向右作用，k′ = − 1

2i
(∇′

1 −∇′
2)向左作用，Pσ 为自旋交换算符，

σ为 Pauli矩阵。

三体项表示为

υ
(3)
123 = t3δ(r1 − r2)δ(r2 − r3). (2.5)

式(2.3)中包含了一些未知参数，这些参数包括接触项 (t0、x0)、动量依赖项 (t1、t2、

x1、x2)、自旋-轨道项 (W0)、张量项 (te和 to)以及三体项 (t3)。

在实际计算中，广泛采用与密度 ρ(r)相关的两体相互作用代替三体相互作用[108]:

υ3(r1, r2) =
t3
6
δ(r1 − r2)ρ

α(r1)(1 + x3Pσ). (2.6)

式中新增了一个参数 x3，以及一个可以取非整数值的参数 α。因此，它打破了“相

互作用”与力之间的直接联系。迄今为止，人们根据原子核的各种性质拟合了几百套

Skyrme参数，其中包括 SLy系列、SV系列、T系列、SK系列等等。这些参数在预测的

核性质上存在显著的差异，尤其是在核物质密度偏离常规密度时[109]。

在本论文的工作中，由于我们不考虑张量力的影响，因次，将 to 和 te 的系数取为

零。

2.2 Skyrme-Hartree-Fock理论

在 HF理论中，体系的波函数用单粒子波函数组成的 Slater行列式表示，

14
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ΦHF =
1√
A!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1 (x1) ψ1 (x2) · · · ψ1 (xA)

ψ2 (x1) ψ2 (x2) · · · ψ2 (xA)

... ... . . . ...

ψA (x1) ψA (x2) · · · ψA (xA)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.7)

这里，x ≡ (rσq)表示粒子的坐标，包含位置 r、自旋 σ 和同位旋 q，A为体系的核子

数。体系的总能量可以表示为

E = ⟨ΦHF|Ĥ|ΦHF⟩ = E[ρ(x′,x)]. (2.8)

其中密度矩阵 ρ(x′,x) =
∑A

i=1 ψ
∗
i (x

′)ψi(x)。因为 ψ∗
i (x), ψi(x)为独立变量，所以

δE =
δE[ρ(x′,x)]

∂ψ∗
i (x)

δψ∗
i (x) +

δE[ρ(x′,x)]

∂ψi(x)
δψi(x). (2.9)

根据变分原理，在保证归一化条件 (⟨ψ∗
iψi⟩ = 1, i = 1, 2, · · · , A)下，对能量 E取极小值

δE = 0，考虑到 δψ∗
i (x)和 δψ1(x)的任意性，

δE[ρ(x′,x)]−
∑A

i λiδ[ψ
∗
i (x

′)ψi(x)]

∂ψ∗
i (x)

= 0

δE[ρ(x′,x)]−
∑A

i λ
∗
i δ[ψ

∗
i (x

′)ψi(x)]

∂ψi(x)
= 0

, (2.10)

λi和 λ∗i 为 Lagrange乘子。利用求导的链式法则，其中，

δE[ρ(x′,x)]

δψ∗
i (x)

=

∫
dydy′ δE[ρ(x′,x)]

δρ (y,y′)

δρ (y,y′)

δψ∗
i (x)

(2.11)

(
∫
dy ≡

∑
σq

∫
dr)。将(2.11)式代入(2.10)中，可以得到大家熟知的 HF方程

∫
dy ĥ(x,y)ψi(x,y) = λiψi(x). (2.12)

同理，可得到 HF方程的共轭方程∫
dy ĥ(x,y)ψ∗

i (x,y) = λ∗iψ
∗
i (x). (2.13)

15
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这里，定义了一个单粒子哈密顿量 ĥ:

ĥ(x,y) =
δE[ρ(x′,x)]

δρ(y,x)
. (2.14)

可以证明 ĥ是厄米算符，因此 λi = λ∗i。将相互作用的具体形式代入2.8公式中，根据

式2.14，可以导出 ĥ的具体表达式。

基于 Skyrme相互作用，体系的哈密顿量可以表式为

ĤSkyrme =
A∑
i=1

p̂2i
2mi

+
1

2

A∑
i ̸=j

V̂ij +
1

6

A∑
i ̸=j ̸=k

V̂ijk + V̂Coul. (2.15)

其中，V̂ij 和 V̂ijk 采用2.3式，V̂Coul写为

V̂Coul =
1

2

A∑
i ̸=j

e2

ri − rj
δqipδqjp. (2.16)

通过引入以下几种密度，

(1)粒子数密度：

ρq(r) =
∑
i∈q

∑
s

ψ∗
i (r)ψi(r), (2.17)

(2)动能密度：

τq(r) =
∑
i∈q

∑
s

∇ψ∗
i (r) ·∇ψi(r), (2.18)

(3)自旋密度：

sq(r) =
∑
i∈q

∑
s

ψ∗
i (r)ψi(r) ⟨σ1|σ̂|σ2⟩ , (2.19)

(4)流密度：

jq(r) =
1

2i

∑
i∈q

∑
s

{
ψ∗
i (r)∇ψi(r)− ψi(r)∇ψ∗

i (r)
}
, (2.20)

16
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(5)自旋轨道密度：

Jq(r) = −i
∑
i∈q

∑
s

ψ∗
i (r)∇× ⟨σ1|σ̂|σ2⟩ψi(r). (2.21)

其中，q用来标记核子，q = p表示质子，q = n表示中子。体系的总能量表示为

ESkyrme = ⟨Φ|ĤSkyrme|Φ⟩

=
A∑
i=1

⟨ψi|
p2i
2mi

|ψi⟩+
1

2

A∑
i ̸=j

⟨ψiψj|v(2)|ψiψj⟩+
1

6

A∑
i ̸=j ̸=k

⟨ψiψjψk|v(3)|ψiψjψk⟩

= E[ρ, τ, s, j,J ].

(2.22)

将 ESkyrme按不同项分别写为，

• T :(动能项)

T =
∑
q

ℏ2

2mq

∫
dr τq, (2.23)

• E0:(包含参数 b0和 b′0)

E0 =

∫
dr

(
b0
2
ρ2 − b′0

2

∑
q

ρ2q

)
, (2.24)

• E1:(包含参数 b1和 b′1)

E1 =

∫
dr

(
b1[ρτ − j2]− b′1

∑
q

[ρqτq − j2q ]

)
, (2.25)

• E2:(包含参数 b2和 b′2)

E2 =

∫
dr

(
−b2

2
ρ∆ρ+

b′2
2

∑
q

ρq∆ρq

)
, (2.26)

17
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• E3:(三体项，包含参数 b3和 b′3)

E3 =

∫
dr

(
b3
3
ρα+2 − b′3

3
ρα
∑
q

ρ2q

)
, (2.27)

• Els:(自旋轨道耦合项，包含参数 b4和 b′4)

Els =

∫
dr

(
−b4[ρ∇ · J + σ · (∇× j)]− b′4

∑
q

[ρq∇ · Jq + σ · (∇× jq)]

)
,

(2.28)

• Ec: (库仑项)

EC =
e2

2

∫
drdr′ρp(r)ρp(r

′)

|r − r′|
−
∫

dr
3e2

4

(
3

π

) 1
3

ρ
4
3
p . (2.29)

上面的参数与 Skyrme相互作用中的参数有如下对应关系:

b0 = t0

(
1 +

1

2
x0

)
, b′0 = t0

(
1

2
+ x0

)
b1 =

1

4

[
t1

(
1 +

1

2
x1

)
+ t2

(
1 +

1

2
x2

)]
b′1 =

1

4

[
t1

(
1

2
+ x1

)
− t2

(
1

2
+ x2

)]
b2 =

1

8

[
3t1

(
1 +

1

2
x1

)
− t2

(
1 +

1

2
x2

)]
b′2 =

1

8

[
3t1

(
1

2
+ x1

)
+ t2

(
1

2
+ x2

)]
b3 =

1

4
t3

(
1 +

1

2
x3

)
, b′3 =

1

4
t3

(
1

2
+ x3

)
b4 =

1

2
W0, b′4 = b4.

(2.30)

跟据(2.22)式，分别对（ρ, τ, s, j,J）作变分，可以得到单粒子哈密顿量 ĥ，表示如

下:

ĥ = Uq −∇ · [Bq∇] + iWq · (σ ×∇) + Sq · σ − i

2
[(∇ ·Aq) + 2Aq · ∇] . (2.31)
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其中，第一项为中心势:

Uq = b0ρ− b′0ρq + b1τ − b′1τq − b2∆ρ+ b′2∆ρq

+b3
α + 2

3
ρα+1 − b′3

2

3
ραρq − b′3

α

3
ρα−1

∑
q′

ρ2q′

−b4∇ · J − b′4∇ · Jq .

(2.32)

第二项为有效质量项:

Bq =
ℏ2

2mq

+ b1ρ− b′1ρq =
ℏ2

2m∗
q

. (2.33)

第三项是自旋轨道项:

Wq = b4∇ρ+ b′4∇ρq. (2.34)

后面两项分别为

Aq = −2b1j + 2b′1jq − b4∇× σ − b′4∇× σq ,

Sq = −b4∇× j − b′4∇× jq .

(2.35)

2.3 时间相关的 Hartree-Fock模型

时间相关的 Hartree-Fock理论（TDHF）最初由 Dirac于 1930年提出[110]，用于描

述原子中的多电子问题。后来，在 1976年，Boneche等人首次将 TDHF理论应用于核

物理的研究中[80]。在 TDHF理论中，系统波函数在演化过程中始终保持为 Slater行列

式的形式，这导致了一些需要超越 Slater行列式描述的量子效应，如量子隧穿效应，没

有被该模型考虑，这是 TDHF理论的主要限制。

在 TDHF模型中，式(2.2)中的波函数 Ψ(r, t)采用 Hartree-Fock近似。它是由 t时刻
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的单粒子波函数 ψi(x, t)组成的行列式构成，

Ψ(t) ≈ ΦHF(t) =
1√
A!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1 (x1, t) ψ1 (x2, t) · · · ψ1 (xA, t)

ψ2 (x1, t) ψ2 (x2, t) · · · ψ2 (xA, t)

... ... . . . ...

ψA (x1, t) ψA (x2, t) · · · ψA (xA, t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.36)

这里，x ≡ (rσq)表示粒子的坐标，包含位置 r、自旋 σ 和同位旋 q，A为体系的核子

数。式(2.2)中的哈密顿量 Ĥ 表示为

Ĥ =
A∑
i=1

p̂2i
2mi

+
1

2

A∑
i ̸=j

V̂ (xi,xj), (2.37)

其中，动量算符 p̂i是普适的，V̂ (xi,xj)采用 Skyrme相互作用的形式，即式2.3。

将(2.36)式和(2.37)代入到(2.2)式中，作用量 S 写成如下两部分，

∫ t1

t0

dt ⟨ΦHF(t)|iℏ
d

dt
|ΦHF(t)⟩ =

∫ t1

t0

dt
∑
i

iℏ
∫
dx

(
ψ∗
i (x, t)

d

dt
ψi(x, t)

)
∫ t1

t0

dt ⟨ΦHF(t)|Ĥ|ΦHF(t)⟩ =
∫ t1

t0

dt E
[
ρ(t)

]
.

(2.38)

其中
∫
dx =

∑
σq dr，ρ(t) =

∑A
i=1 ψ

∗
i (x

′, t)ψi(x, t)。因为 ψ∗
i (x, t)，ψi(x, t)为独立变量，

所以，

δS =
δS

∂ψ∗
i (x, t)

δψ∗
i (x, t) +

δS

∂ψi(x, t)
δψi(x, t). (2.39)

根据变分原理，对作用量 S 取极小值 δS = 0，考虑到 δψ∗
i (x, t)和 δψi(x, t)是任意的，

因此，

∂S

∂ψ∗(x, t)
= 0,

∂S

∂ψ(x, t)
= 0. (2.40)

其中，

δS

δψ∗
i (x, t)

= iℏ
d

dt
ψi(x, t)−

∫ t1

t0

dt′
δE [ρ (t′)]

δψ∗
i (x, t)

. (2.41)
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利用求导的链式法则，可以将上式 E [ρ (t′)]对 ψ∗
i (x, t)的微分写成如下形式，

δE [ρ (t′)]

δψ∗
i (x, t)

=

∫
dydy′ δE [ρ (t′)]

δρ (y,y′; t′)

δρ (y,y′; t′)

δψ∗
i (x, t)

=

∫
dy ĥ(x,y; t)ψi (y, t) .

(2.42)

这里，定义了一个单粒子哈密顿量 ĥ:

ĥ(x,y; t) =
δE[ρ(t)]

δρ(y,x; t)
. (2.43)

可以看出，ĥ与式(2.31)中 ĥ形式上是一致的，它们的泛函形式相同，它也是一个厄米算

符。将(2.42)和(2.41)代入式(2.40)中,可以得到在坐标表象下的单粒子运动方程

iℏ
d

dt
ψi(x, t) =

∫
dy ĥ(x,y; t)ψi(y, t). (2.44)

同理，通过对 δψi(x, t)变分，可以得到

iℏ
d

dt
ψ∗
i (x, t) =

∫
dy ĥ(x,y; t)ψ∗

i (y, t). (2.45)

由于 Skyrme相互作用是零程力，(2.44)式可以简化为

iℏ
d

dt
ψi(x, t) = ĥ(x, t)ψi(x, t) (2.46)

方程(2.46)满足如下两个重要关系，

(1)单粒子波函数的内积不随时间变化

iℏ
∂

∂t
⟨ψi|ψi⟩ = ⟨ψi|(ĥ− ĥ†)|ψi⟩ = 0. (2.47)

(2)单粒子算符 F 的平均值不算时间变化

iℏ
d

dt
⟨F ⟩ = iℏ

d

dt

∑
i

⟨ψi|F |ψi⟩ =
∑
i

⟨ψi|[F, ĥ]|ψi⟩ = 0. (2.48)

21



第二章 理论模型

在利用 TDHF方法模拟核反应的过程中，在 t = 0时刻弹靶核的初始波函数分别设

定为

ψi,1(r, σ; t = 0) = eip1·rψ
(stat)
i,1 (r −R1, σ), p1 =

p1

A1

ψi,2(r, σ; t = 0) = eip2·rψ
(stat)
i,2 (r −R2, σ), p2 =

p2

A2

(2.49)

其中，1 和 2 分别表示弹核和靶核，p 可以通过入射能量 Ec.m. 和碰撞参数计算得到

(p1 = −p2)，波函数 ψ
(stat)
i (r −R, s)是通过 HF方法计算得到的波函数，并经过平移R

后得到的。

TDHF理论是解决量子多体问题的一系列方法中的最低阶近似，它在平均场层次上

描述量子多体动力学具有普遍适用性。近年来，随着计算能力的显著提升，TDHF模型得

到了极大的发展。这使得其应用范围大大拓宽，并允许与实验数据进行比较，已成为描

述低能核反应的首选工具之一。例如，TDHF模型被广泛用于研究熔合反应[41,77,90-92]

、多核子转移反应[111-114] 及准裂变反应[93-97] 等。最近，在 TDHF模型中考虑对关

联效应，被用来研究核裂变过程中从鞍点到断裂的动力学行为[115]。

2.4 改进的量子分子动力学模型

量子分子动力学模型（QMD）是在 20世纪 80年代由 Aichelin等人在分子动力学

(MD)模型基础上建立的，它考虑了核子的量子效应和两体关联[116]。该模型主要应用

于中高能重离子核反应研究，如原子核多重碎裂[117-118]、核物质状态方程[119]、核

反应机制[120] 等。王宁等人在 2002 年发展了 QMD 模型，并将其命名为 ImQMD 模

型[121]。ImQMD模型作为 QMD模型的改进版本，在继承原有模型优点的基础上，进

一步拓展了其应用范围，特别是在低能重离子核反应的研究领域：例如熔合反应[121]

和多核子转移反应[122]等。

在 ImQMD模型中，(2.2)式中的波函数 Ψ(r, t)采用 Hartree近似，它是由单粒子波

函数用相干态高斯波包的直积构成，

Ψ(t) =
∏
i

ψi(r, t) =
∏
i

1

(2πL)3/4
exp

[
−(r − ri)

2

4L
+
ipi · r
ℏ

]
(2.50)
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其中 ri和 pi为第 i个粒子分别在坐标表象和动量表象的波包中心，L = σ2
r , σ2

r ·σ2
p = ℏ/2，

σr 一般取与体系大小相关的参数。将公式(2.50)代入(2.2)中，系统的作用量 S 可以重新

表示为

S = ⟨Ψ(t)|iℏ d
dt

− Ĥ|Ψ(t)⟩ =
∑
i

(−ṙipi −H) . (2.51)

其中，

H =
∑
i

(
p2i
2m

+
1

2m

3ℏ2

4L

)
+

1

2

∑
ij

Uij, (2.52)

根据欧拉方程

d

dt

∂L

∂q̇ν
− ∂L

∂qν
= 0. (2.53)

其中，qν 表示作用量 S 中的 r和 p，便可以得到坐标和动量满足的运动方程，

ṙi =
∂H

∂pi

, ṗi = −∂H
∂ri

. (2.54)

它是一个经典运动方程，不包含任何量子效应。由于式(2.50)中不包含自旋自由度，所

以式(2.3)中自旋轨道相互作用对体系的贡献为零。

为了恰当地考虑量子效应，QMD模型采用了Wigner变换[123]，该变换通过Wigner

函数这一与波函数或密度矩阵等价的实函数形式，在经典相空间中表示量子力学，同时

保持了动量和位置满足的不确定性关系。根据Wigner变换，第 i个粒子的相空间分布

函数为

fi(r,p) =
1

(πℏ)3
exp

(
−(r − ri)

2

2σ2
r

)
exp

(
−(p− pi)

2

2σ2
p

)
. (2.55)

由它可以得到每个核子在坐标空间的密度分布:

ρi(r) =

∫
fi(r,p)dp =

1

(2πσ2
r)

3/2
exp

(
−(r − ri)

2

2σ2
r

)
, (2.56)

及系统在坐标空间的密度分布:

ρ(r) =
∑
i

ρi(r) =
1

(2πσ2
r)

3/2

∑
i

exp

(
−(r − ri)

2

2σ2
r

)
. (2.57)
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基于 Skyrme相互作用，系统的总能量可以表示为

H =
∑
i

P 2
i

2m
+

1

2

∑
i

∑
j

Uij

=

∫
ρ(ri)ĥSkyrme(ri, rj)ρ(rj)dridrj

. (2.58)

将 ĥSkyrme(ri, rj)代入(2.31)中，可以得到哈密顿量 H 的表达式。

在 ImQMD模型中，哈密顿量 H 的表达式为

H =
∑
i

p2i
2m

+
α

2

∑
i

∑
j ̸=i

ρij
ρ0

+
β

γ + 1

∑
i

(
∑
j ̸=i

ρij
ρ0

)γ +
g0
2

∑
i

∑
j ̸=i

fs
ρij
ρ0

+ gτ
∑
i

(
∑
j ̸=i

ρij
ρ0

)η

+
cs
2

∑
i

∑
j ̸=i

tiztjz
ρij
ρ0

(1− κsfs) +
e2

2

∑
i

∑
j ̸=i

1

rij
erf(

rij√
4σ2

r

)δizδjz

.

(2.59)

其中，

ρij =
1

(4πσ2
r)

3/2
exp

[
−(ri − rj)

2

4σ2
r

]
,

fs =
3

2σ2
r

− (
rij
2σ2

r

)2,

rij = |ri − rj|,

tiz(tjz) =


1, proton

−1, neutron
,

δiz(δjz) =


1, proton

0, neutron
.

上式中，α、β、γ、gsur、gτ、η、cs、κs及 ρ0为模型参数。

在利用 ImQMD模型模拟核反应之前，需要对弹靶核进行初始化。具体流程如下：

首先，根据基态原子核的密度分布，利用 Monte-Carlo方法抽取每个核子的空间位置。

然后，根据抽样出来的密度分布计算费米动量，再利用Monte-Carlo方法抽样每个核子

的动量。为了核子在相空间分布更加合理，在抽样核子坐标和动量时需要对核子间的距
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离和相空间距离加一些限制，如∆r ⩾ 1.5 fm及∆r ·∆p ≈ h/4。最后，根据核子的位置

和动量计算的原子核结合能和均方根半径，与实验数据对比，如果不符合则重新抽样，

符合可以被认为是“好的初始核”。

ImQMD模型在平均场理论的基础上，适当考虑了核子间的两体碰撞机制，从而在

一定程度上弥补了传统 TDHF模型在描述耗散方面的不足。相较于 TDHF模型，ImQMD

模型能够适应更广泛的能量范围。此外，它能够有效地引入涨落效应，这使得它能较合

理地描述如碎块形成等复杂物理图像。目前，ImQMD模型已成为研究重离子核反应的

重要工具之一，在低中高能区均被广泛运用。
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第三章 重离子熔合势垒的系统研究

重离子熔合反应对于理解核力、超重核合成以及天体核合成等具有重要的意义，它

涉及复杂的相互作用和动力学过程，其反应机制至今仍不完全清楚。熔合势垒是重离子

熔合反应中至关重要的物理量，对其进行系统研究，不仅有助于深入理解核力，揭示熔

合反应过程中的微观机制，同时也有利于进一步约束和完善相关理论模型。

在本章中，我们对熔合势垒开展了系统研究。首先，在 3.1节中，我们利用 TDHF

模型计算了 144组近球形体系的俘获阈能，并与通过拟合实验熔合激发函数提取的势垒

高度值进行了比较。接着，在 3.2节中系统研究了 13个超重复合体系的熔合反应，对这

些体系的俘获势阱进行系统了研究。最后，在 3.3中对本章进行小结。

3.1 重离子熔合势垒高度的 TDHF理论计算

3.1.1 引言

重离子熔合反应涉及众多复杂自由度，熔合势垒是这些复杂自由度耦合的结果，因

此，它可以作为研究核结构和核反应机制的敏感探针。尤其是在超重核的反应过程，由

于熔合势垒的俘获势阱通常较浅，导致准裂变、深度非弹反应和熔合-裂变形成激烈竞

争，使得此类反应产生的动力学机制异常丰富[124]。同时，重离子核反应机制与入射能

量有很强的依赖关系，不同的入射能量涉及不同的动力学过程。

为了理解在熔合过程中的动力学过程，如形变效应[125]、壳效应[126] 和同位旋

效应[127] 等对熔合势垒的影响，一些微观模型如 TDHF模型和 ImQMD模型被广泛运

用于此类研究中。它们自洽包含了颈部动力学及复合系统的接触时间，且不需要额外

引入动力学参数。近年来，TDHF理论对于描述熔合反应尤其是熔合势垒取得了巨大

的成功[81-84]。此外，TDHF模型的理论计算表明，熔合阈能与实验数据能很好地符

合[41,128-130]。

自上世纪六十年代以来，实验上测量了上千组不同弹靶体系的熔合激发函数，为理

解熔合反应提供了丰富的实验数据。在文中[131]，陈叶若溪等人，基于改进的 Siwek-

Wilczyński熔合截面公式，系统提取了 443组实验数据的熔合势垒参数。开展熔合势垒

高度 TDHF理论计算值的系统研究将非常有意义，通过与实验数据值的系统比较，有助
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于进一步发展理论模型，并进一步评估当前模型的不确定性。

3.1.2 数值细节

在本工作中，式(2.46)中的单粒子运动方程是在 3维格点空间中进行计算的。为了

保证计算精度，针对不同电荷数 Z 的原子核采用不同的盒子大小。

在定态 Hartree-Fock模型计算中，x、y、z方向采用的格点长度分别为：

Lx = Ly = Lz =


24 fm : Z ≤ 30

30 fm : 30 ≤ Z ≤ 60

40 fm : 60 ≤ Z ≤ 100

. (3.1)

同时格点间距取为 dx = dy = dz = 1 fm，Skyrme相互作用参数取 SLy6[132]。

当在核反应计算时，需要将两个弹靶核以一定距离 dR放在一个更大的三维网格

中。由于本工作只涉及弹靶核在 z轴方向的中心碰撞，x和 y方向对碰撞过程关系不大，

因此 Lx 与 Ly 的值采用，弹靶核中电荷数 Z 较大的原子核的定态计算时使用的 Lx 和

Ly 值。而 z 方向的取值需要适当增大以容纳碰撞过程中弹靶核的运动范围。对于不同

的弹靶体系，设定 Lz ≈ 5(R1 + R2) fm。其中，R1 = 1.4A
1/3
1 ，R1 = 1.4A

1/3
2 ，A1 和 A2

分别为弹靶核的质量数。此外，Skyrme相互作用和格点间距与定态计算保持一致，两

核的初始距离 dR = 2(R1 +R2) fm，时间间隔 δt为 0.2 fm/c。

除了少数几个双幻体系是球形原子核外，其余绝大部分原子核是形变原子核[133-

134]。在反应过程中，弹靶核的初始化会涉及形变的取向问题，原则上，实验观测值应

为不同取向的加权平均。在计算过程中，不同取向的初始弹核和靶核可以通过对波函数

转动不同角度得到[135]。具体步骤大致如下，

• 首先，将定态计算迭代收敛的波函数绕 y轴进行旋转，旋转算符 R̂为

R̂ = exp

(
−iβL̂y

ℏ

)
exp

(
−iβσ̂y

2

)
. (3.2)
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其中 σ̂y 为 y方向的泡利矩阵。在直角坐标系中，

exp

(
−iβL̂y

ℏ

)
=


cos β 0 sin β

0 1 0

− sin β 0 cos β

 , (3.3)

exp

(
−iβσ̂y

2

)
=

cos β
2

− sin β
2

sin β
2

cos β
2

 . (3.4)

• 然后，将旋转后的波函数作为初始波函数进行 Hartree-Fock自洽迭代计算。

理论上，物理观测量 A的期待值 ⟨A⟩应为各个取向计算结果的加权平均:

⟨A⟩ =
∫∫

bg(b, β) dbdβ∫
b db

. (3.5)

式中 b为碰撞参数，g(b, β)为反应概率。在实际计算中，通常只计算少数几个角度和轨

道角动量，通过将式 3.5中的积分转化为求和进行近似计算。为了考虑形变取向对熔合

势垒的影响，在一些耦合道模型中，如 CCFULL[136]，通常在 β 角度在 0-1800 的角度

范围内，选择特定几个角度，并将权重取为 sin β，近似计算熔合激发函数。研究表明，

这种近似方法能再现大部分形变体系的熔合激发函数[136]。

本工作需要涉及 144组反应体系熔合阈能的计算，即使按上述近似方法采取进行计

算，计算量也是特别巨大的。尤其是对于弹靶核都是形变原子核的体系，需要同时考虑

弹靶核的形变取向。因此，我们以 28Si+96Zr为例，详细分析了熔合阈能在不同形变取

向和不同碰撞参数下的变化情况。图 5中给出了在 28Si+96Zr反应中，弹核的形变取向

分别为 β = 0、β = 30、β = 60、β = 90、β = 120和 β = 150度，体系在不同时刻 t=0

fm/c、t=100 fm/c、t=200 fm/c、t=300 fm/c、t=400 fm/c和 t=500 fm/c下的密度演化。可

以看到，对于不同形变取向，弹靶核在接触时颈部明显不同。相比其它角度的形变取向，

β = 0这种取向在 t = 500 fm/c时颈部的密度明显偏高，表明体系发生了更多的核子转

移，这对熔合过程有显著影响，也会影响熔合阈能。图 6给出了 28Si+96Zr在不同碰撞

参数下计算得到的熔合阈能随形变取向的变化，熔合阈能的定义我们会在下一节中详
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细讨论。可以看到，在 β < 90◦时，熔合阈能随着碰撞参数增大而增大，当 β > 90◦时，

趋势正好相反。由于 TDHF模型是一个半经典模型，当碰撞参数大于发生熔合反应的临

界值时，体系不再发生熔合。计算发现，对于 28Si+96Zr体系，临界碰撞参数为 4 fm，因

此图中只有碰撞参数 b≤ 4fm的结果。

= 0

t = 0 fm/c t = 100 fm/c t = 200 fm/c t = 300 fm/c t = 400 fm/c t = 500 fm/c

= 30

= 60

= 90

= 120

= 150

图 5 在 28Si+96Zr反应中，28Si以 β = 0、β = 30、β = 60、β = 90、β = 120和 β = 150度取向入
射，体系在 t=0 fm/c、100fm/c、200 fm/c、300 fm/c、400 fm/c和 500 fm/c时刻的密度分布。

- 2 0 0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0 1 2 0 1 4 0 1 6 0 1 8 06 6

6 8

7 0

7 2

7 4

7 6
 b = 0  f m
 b = 1  f m
 b = 2  f m
 b = 3  f m
 b = 4  f m

E ca
p (M

eV
)

 β  ( d e g )

2 8 S i + 9 6 Z r

图 6 在 28Si+96Zr反应中不同碰撞参数下计算得到的俘获阈能随 28Si入射角度的变化。

此外，我们注意到熔合阈能的大小介于 β = 0与 β = 90◦之间，这就意味着，只考

虑两个特殊方向 β = 0和 β = π/2，就能得出熔合阈能的取值范围。当弹靶核都是形变
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原子核，这两个方向会涉及到四种不同取向情况（Tip-Tip, Tip-Side, Side-Tip, Side-Sie），

相应地会得到四个熔合阈能。我们按照从大到小依次记为 E
(1)
cap、E

(2)
cap、E

(3)
cap、E

(4)
cap，当

弹靶核都是球形核，这四个值相等。在本工作中，考虑到 β = 0与 β = 90◦在反应过程

中的权重不同，我们将体系的平均熔合阈能 Ecap近似取为

Ecap =
1

3
(E(1)

cap + E(2)
cap) +

1

6
(E(3)

cap + E(4)
cap). (3.6)

我们注意到，采用上式计算的 Ecap 值与 CCFULL 模型中采用的近似方法计算得出的

最可几势垒高度值[136]比较接近。此外，对于 28Si+96Zr体系，根据式(3.6)计算得出的

Ecap 值为 71.69 MeV，采用式 (3.5)对不同角度和碰撞参数加权后的结果为 71.32 MeV，

这两个计算结果比较接近。因此，我们在本节的计算中，对于形变原子核，我们只考虑

β = 0和 β = π/2两种特殊取向，熔合阈能使用式 (3.6)近似计算。

3.1.3 计算结果与讨论

3.1.3.1 俘获阈能

TDHF理论是基于平均场近似的理论，它忽略了量子多体关联，使得它无法模拟

微观粒子的量子隧穿行为。因此，TDHF模型模拟原子核的碰撞过程是一个半经典过

程。这就意味着当弹核的入射能量低于某个值时，弹靶核将无法越过势垒形成复合系统，

这个临界值被称为熔合阈能。图 7出了 16O+208Pb分别在入射能量 Ec.m=74.031 MeV和

Ec.m=74.035 MeV下体系密度随时间的演化。可以看到，在 Ec.m=74.031 MeV入射能量

下，t = 800 fm/c两核明显分开，此时发生的是弹性或者准弹性反应。而对于 Ec.m=74.035

MeV入射能量，在 t = 800 fm/c两核发生了熔合反应。

俘获阈能，顾名思义就是弹靶核发生俘获反应需要入射能量的临界能量，这个值能

直接对应熔合势垒高度。在碰撞过程中，弹核需要先越过熔合势垒被靶核俘获，然后才

有可能进行熔合过程。这意味着俘获反应与熔合反应的时间尺度明显不一样，熔合反应

的接触时间比俘获反应的接触时间大得多。例如，在 64Ni+238U[137]、50Ti+249Cf[137]、
86Kr+197Au[138]、86Kr+198Pt[138]这 4个反应体系中，当在入射能量为库仑位垒附近时，

根据实验测量的质量数-角分布估算准裂事件的平均接触时间大约为 3-5 zs（(z s = 10−21

s)；ImQMD模型对 58Ni+208Pb[139] 反应体系的计算表明，在入射能量高出库仑位垒约
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Z  ( f m )
图 7 在 16O+208Pb反应中体系的密度分布随时间的演化，入射能量分别取为 74.031 MeV和 74.035
MeV。

10%的条件下，当接触时间小于约 1.4 zs时，体系发生准弹性和深度非弹性碰撞。TDHF

模型对 58Ni+124Sn[140] 和 48Ca+208Pb[141] 反应体系的研究表明，当入射能量刚好低于

俘获势垒的条件下，在头对头碰撞中复合体系的接触时间小于 1.6 zs。因此，可以根据

接触时间判定俘获反应与熔合反应和准裂变反应。此外，计算表明，在弹靶核电荷数乘

积 Z1Z2<1000体系中，TDHF模型计算的熔合阈能与熔合势垒高度一致。而对于弹靶核

电荷数乘积 Z1Z2>1000的体系来说，熔合阈能通常要比熔合势垒高度高一些，高出的这

部分能量被用作额外推力促使原子核熔合[128]。因此，可以根据接触时间的差异来区

分俘获反应和熔合反应。

在本工作中，我们定义发生俘获反应的接触时间 tcon > 2 zs。根据上面分析，这个

接触时间对于发生俘获反应是足够的。在 TDHF模型计算中，弹靶核是否发生接触可

以通过体系的粒子密度 ρ(r)进行判断。文献中[128]认为，当复合体系在颈部处的密度

ρ(r) > 0.8 fm−3 时，弹靶核发生接触并形成复合体系。相反当密度 ρ(r) < 0.8 fm−3 时，

此时，弹靶核未形成复合核且两核逐渐远离。因此，可以跟据反应过程中碎片的个数计

算接触时间。在计算中，我们采用 DBSCAN算法[142]在 X-Z平面判断碎片个数。它是

一种基于密度的空间聚类算法，能够在具有噪声的空间数据中发现任意形状和大小的

簇。在 ImQMD模型中判断碎片采用的最小生成树算法[121] 与 DBSCAN算法很类似。

为了节约计算机时，当弹靶核接触时间 tcon > 2 zs时，程序终止计算，我们认为在该能

量下能发生俘获反应；同时，当弹靶核随着时间演化质心距离增大且最趋近距离超过
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1.5 fm时，程序终止计算，我们认为在该能量下发生准弹或深度非弹反应。

图 8中 (a1)给出的是，在中心碰撞条件下，40Ca+48Ca反应体系分别在不同能量下

弹靶核质心距离随入射随时间的变化。可以看到，在 Ec.m. = 51.9 MeV的入射能量下，

在 t = 400 fm/c之后，两碎片在库仑排斥的作用下质心距离 R迅速增加，即发生了两体

散射过程。然而，当入射能量略微增加 0.1 MeV时，在 t = 1000 fm/c后，两个碎片之间的

质心距离 R下降到约 7.5 fm，这意味着发生了俘获反应。因此，可以将 Ecap=51.95±0.05

MeV作为 40Ca+48Ca反应体系的俘获阈能。此外，可以利用公式 D(E) = 1
πR2

0

d2(Eσ(E))
dE2

提取势垒分布，σ(E)为实验测量的熔合激发函数。势垒分布中心对应的能量值就是熔

合势垒高度值。在图 8中 (b1)给出的是根据 40Ca+48Ca反应体系的熔合激发函数提取的

势垒分布，实验数据取自文献[143-144]。为了显示更直观，我们将 x轴向左移动了 Ecap

值。这样当俘获阈能与实验提取的熔合势垒高度接近时，纵坐标峰值对应的横坐标应

处在 0 MeV附近。从图中可以看出，峰值正好位于 0 MeV附近，表明 TDHF计算的俘

获阈能与实验熔合势垒高度值比较一致。为了在计算中更快速寻找俘获阈能，我们使

用二分法进行搜索。通过二分法可以定义一个比较小的能量间隔 ∆E，当两次计算的能

量差小于 ∆E时终止搜索。在图 8中 (a2)给出的是在中心碰撞条件下，16O+208Pb反应

体系分别在不同能量下弹靶核质心距离随入射随时间的变化，这里的入射能量是根据

二分法进行选取的。可以看到，在 16O+208Pb体系中，弹靶核质心距离随时间变化的行

为与 40Ca+208Ca基本一致，入射能量低于 Ecap 时弹靶核在靠近后快速远离，发生两体

散射，高于 Ecap 时体系发生俘获反应。根据图 8中 (a2)，16O+208Pb体系的俘获阈能为

Ecap=74.033±0.002 MeV。同时，与 40Ca+48Ca类似，我们在图 8中 (b2)给出 16O+208Pb

反应体系的势垒分布，实验数据取自[145-146]。可以看到，峰值位于 0 MeV附近，表明
16O+208Pb反应体系的俘获阈能与实验数据也比较靠近。

本工作利用 TDHF模型系统性计算了 144组近球形核参与的熔合反应体系的俘获

阈能，具体数值细节在 3.1.2中作了详细说明。这些反应体系取自[131] 中的实验数据。

在这里，对于近球形核的判定，我们采用文献中[147] 给出的标准，即原子核第一激发

态能量大于 1 MeV，第一激发态的数据取自网站[148]。图 9给出了 TDHF计算的俘获

阈能与实验数据的相对偏差，误差棒表示在拟合实验数据时提取的势垒高度的不确定

性。可以看到，对于大多数体系，相对偏差小于 5%（均方根偏差为 2.48%）。对于微观

模型来说，在计算中没有调节参数，这个结果是非常好的。
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图 8 弹靶核质心距离在不同入射能量下随时间的变化 (a)及势垒分布与实验值的比较 (b)，其中，
(a1)和 (b1)显示的是 40Ca+48Ca的结果，(a2)和 (b2)显示的是 16O+208的结果，(b1)和 (b2)中 x轴
的向左移动了 Ecap值，(b1)中的实验数据取自[143-144]，(b2)取自[145-146]。

图 9 利用 TDHF模型计算 144个近球形体系的俘获阈能与实验数据[131]的相对偏差。
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3.1.3.2 俘获势垒高度

在弹靶核反应过程中，根据能量守恒定律:

Ec.m. = T + V + E∗. (3.7)

式中，Ec.m.是入射能量，T 是体系的相对运动动能，E
∗是激发能。当入射能量达到临

界值（俘获阈能）时，反应过程中动能完全转发为势能和激发能。此时，俘获势垒高度

可以用俘获阈能 Ecap表示:

VB = Ecap − E∗
cap. (3.8)

其中 E∗
cap 表示复合体系在俘获位置处的激发能。对于球形核反应体系，由于它们的单

粒子能级具有壳结构，在俘获位置处，弹靶核组成的复合体系非常不容易被激发，即

E∗
cap ≈ 0MeV，此时 VB ≈ Ecap。

为了进一步研究在俘获位置处 E∗
cap对俘获势垒高度的影响，我们引入激发阈能 ϵth

这个物理量，它表示的是反应体系最低激发态的能量[148]。普遍来说，球形核体系的激

发阈能 ϵth大于形变核体系的激发阈能 ϵth。考虑到反应体系在弹靶核接触之前的激发能

非常小[90]，其上限为入射能量 Ec.m. 和反应 Q值之和。因此，我们将俘获位置处的激

发能定义为

E∗
cap ≈ c (Ecap +Q)− ϵth. (3.9)

式中，系数 c设定为 0.052，Q=m1 +m2 −Mc，m1、m2 和Mc 分别为弹核、靶核及复

合核的质量。激发阈能 ϵth实验数据取自网站[148]。当弹靶核都是双幻核的反应体系中，

通常 c(Ecap +Q)− ϵth < 0，此时将 E∗
cap = 0，与前面所述保持一致。

利用上一节计算的俘获阈能，根据式 (3.7)和 (3.9)，我们计算了这 144组反应体系

的俘获势垒高度值。图 9给出的是俘获势垒高度 VB与实验值的绝对偏差，其中蓝色实

心圆和红色空心圆分别表示 TDHF模型和 Bass势的计算结果，误差棒表示在拟合测量

截面时提取的势垒高度的不确定性。通过比较绝对偏差，可以比较不同模型之间计算结
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果的绝对差异，评价模型对于描述某些核区的优劣程度。可以看到，TDHF模型的计算

结果在较小俘获势垒（轻体系）区域要明显好于 Bass势计算的结果。而对于一些较大

俘获势垒（重核区域）的熔合体系，如 58,64Ni+112−124Sn的体系，TDHF模型和 Bass势

的计算结果都存在比较大的偏差，这可能是由于提取俘获势垒高度实验值存在较大的

不确定性导致的。

图 10 利用 TDHF模型 (蓝色实线圆)和 Bass势 (红色空心圆)计算 144个近球形体系的俘获势垒高
度与实验数据[131]的绝对偏差。

此外，在表 1中，我们列出了利用 TDHF模型计算的这 144组反应体系的俘获势

垒高度值 VB与实验值的均方根偏差。同时，为了便于比较，该表还包含了六个常用的

唯象模型 (Prox势[149]、ETF4势[150]、Bass势[151]、BW91势[152]、MWS势[153]和

CW76势[154])的计算结果与实验值的均方根偏差。这些唯象核势模型将在 4.1.2.1节中

详细叙述。从表 1中可以看出，TDHF模型计算的俘获阈能与实验值的均方根偏差是最

小的，仅为 1.43 MeV，优于其他所有唯象核势模型。同时，我们还注意到，在计算中考

虑 E∗
cap 的影响，俘获势垒高度与实验的均方根偏差降低约 16%。在附录中，我们给出

了这 144组反应体系俘获势垒高度的实验值及其 TDHF模型和六个唯象模型的理论计

算值。

表 1 利用 TDHF模型、Prox势[149]、ETF4势[150]、Bass势[151]、BW91势[152]、MWS势[153]
和 CW76势[154]计算 144个近球形体系的的俘获势垒高度值与实验值[131]的均方根偏差。

TDHF(MeV) Prox(MeV) ETF4(MeV) Bass(MeV) BW91(MeV) MWS(MeV) CW76(MeV)

1.43 2.09 4.15 2.11 1.66 1.53 2.24
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3.1.3.3 俘获截面

理论上，如果已知俘获势垒的参数信息，可以通过 Siwek-Wilczyński(SW)俘获截面

公式[62]计算俘获截面。SW公式将势垒分布描述为一个单高斯分布，具体形式为

σfus = πR2
B

W√
2Ec.m.

[Xerfc(−X) +
1√
π
exp
(
−X2

)
]. (3.10)

式中 RB是势垒半径，X = (Ec.m. − V)
√
2W，VB和W 分别为高斯分布的中心值和标准

差。在实际计算中，RB、VB 和 W 这三个参数需要通过拟合实验数据确定。在本工作

中，我们通过 TDHF模型确定 SW公式中的参数。其中，VB由式 (3.8)确定，利用密度

冻结近似确定 RB，高斯分布的标准差W 则与反应 Q值相关。

在双幻核参与反应的体系中，如利用 TDHF模型对 16O+208Pb反应的研究表明，考

虑动力学效应得到俘获位垒高度比密度冻结近似低约为 2 MeV[155] 。此外，由于量子

隧穿机制，能量低于熔合势垒也有几率穿过势垒发生俘获，使得俘获位垒有 2-3 MeV的

分布宽度。因此，我们将稳定双幻核参与反应体系的W 参数设定为 2 MeV。而对于近

球形核参与反应的体系，情况就相对复杂一些。如上一节所述，形变核在反应过程中容

易被激发，入射能量有一部分要贡献给激发能而不是用来克服势垒。相较于双幻体系，

近球形体系俘获位垒高度比密度冻结近似降低的值要更大一些。同时，由于形变核在反

应过程中容易被激发并产生较高的激发能，这种激发可能导致如动力学形变与核子转

移等效应增强，从而进一步降低俘获位垒的高度。为了充分考虑反应体系在俘获位置处

的激发能及相关的能量耗散效应，在近球形核参与反应的体系中，我们将W 参数值的

大小定义为 c(Ecap + Q)。Wolski等人也指出，在比较各种熔合数据时，应考虑 Q值效

应[156]。

在表 2 中给出了 7 个反应体系 (40Ca+48Ca、16O+208Pb、40Ca+90,96Zr、28Si+96Zr 和
132Sn+40,48Ca)在 SW公式中的参数值，这些参数是通过 TDHF模型确定的。我们将MWS

势[153] 计算的势垒高度值也列在此表中，以便作比较。可以发现，TDHF模型计算的

势垒高度与MWS势计算的势垒高度值很接近，它们之间的相对偏差小于 2%。
图 11中给出了 40Ca+48Ca、16O+208Pb、40Ca+90Zr和 40Ca+96Zr反应体系的熔合激发

函数。红色实线表示 SW公式计算的结果，蓝色虚线是 MWS势[153] 结合经验势垒分

布 (双高斯分布[47])计算的结果，黑色实心点和绿色空心点表示实验数据。其中，(a)
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表 2 在七个反应体系 (包括 40Ca+48Ca、16O+208Pb、40Ca+90,96Zr、28Si+96Zr和 132Sn+40,48Ca)中，
基于 TDHF模型确定的势垒参数（VB、W、RB）、反应 Q值及MWS势[153]计算的势垒高度值
V MWS
B 。

Reaction VB (MeV) W (MeV) RB (fm) Q (MeV) V MWS
B (MeV)

40Ca+48Ca 51.95 2 10.2 4.56 52.43
16O+208Pb 74.65 2 11.6 −46.48 74.43
40Ca+90Zr 97.08 2.10 10.7 −57.02 97.85
40Ca+96Zr 95.06 2.87 11.0 −41.09 97.14
28Si+96Zr 70.54 2.73 10.3 −19.28 69.82
132Sn+40Ca 114.02 3.22 11.5 −52.13 115.71
132Sn+48Ca 112.66 1.92 11.8 −75.78 112.73

中的实验数据取自[143-144]，(b)中的实验数据取自[58,157]，(c)和 (d)中的实验数据取

自[158]。可以看出，考虑到实验数据的不确定性，SW公式能够很好地再现这四个体系

的实验数据。需要指出的是，在密度冻结近似下，考虑泡利阻塞效应与不考虑泡利阻塞

效应对势垒半径并无明显影响[92]。同时，我们发现，在 40Ca+48Ca与 16O+208Pb反应体

系中，通过密度冻结近似方法计算得到的势垒半径分别为 10.2 fm和 11.6 fm，这些值比

使用MWS势计算的势垒半径大约大 0.6 fm。因此，当入射能量在高于俘获位垒能量时，

SW公式计算的熔合截面比使用MWS势预测的更大。在 40Ca+90Zr与 40Ca+96Zr反应体

系中，我们发现，40Ca+90Zr反应体系的 Q值比 40Ca+96Zr小约 16 MeV，这可能是因为

丰中子反应体系的激发能较大，产生了较大的能量耗散。从表 2中可以看到，40Ca+96Zr

的W 值明显更大一些。SW公式的计算结果能同时再现这两个体系的实验数据。同时，

SW公式计算的结果明显优于MWS势结合势垒分布所得的结果，这是因为MWS势结

合经验势垒分布得到的最可几俘获势垒高度值比实验提取值高出约 1.5 MeV，从而导致

其计算的垒下截面数据偏低，与实验数据存在较大差异。

为了验证 SW 公式对于描述形变原子核参与反应的体系的有效性，图 12 给出了

28Si+96Zr反应体系的熔合激发函数的理论计算值与实验值的比较。红色实线表示 SW

公式计算的结果，蓝色虚线是 MWS势结合经验势垒分布（双高斯分布）计算的结果，

绿色空心点表示实验数据,取自[159]。根据式 (3.8)可以计算得到 28Si+96Zr反应体系的

俘获势垒高度 VB=70.55 MeV和势垒分布宽度W=2.73 MeV。势垒半径 RB=10.3 fm，其

权重计算方法与式 (3.6)类似。可以看到，SW公式的理论计算值能很好符合实验数据。

需要指出的是，CCFULL程序对于 96Zr在垒下入射能量下的理论描述显著低于实验数

据，该程序在计算中包含了双中子转移道与非弹性激发之间的耦合。作者认为，包含多

37



第三章 重离子熔合势垒的系统研究

(a) (b)

(c) (d)

图 11 40Ca+48Ca、16O+208Pb及 40Ca+90,96Zr反应的熔合激发函数的理论计算值与实验值的比较。
其中，红色实线表示 TDHF+SW公式的计算结果，蓝色虚线为MWS势的计算结果，散点为实验数
据 ( (a)取自[143-144]，(b)取自[58,157]，(c)和 (d)取自[158])。
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中子转移道是重要的[159]。在 TDHF计算中，不仅静态和动态的形变效应被自洽地考

虑在内，而且由于俘获位置处的能量激发导致的多中子转移也同样得到了自洽的处理。

图 12 同图11，但针对 28Si+96Zr反应，实验数据取自[159]。

为了进一步研究 SW公式对于极端丰中子核参与反应的体系的有效性，我们研究

了 132Sn+40,48Ca反应体系。利用 DC-TDHF模型对这两个体系的研究表明，同位旋对这

两个体系的熔合势垒的影响显著不同[127]。图 13给出了 132Sn+40,48Ca反应体系的熔合

激发函数的理论计算值与实验值的比较。红色实线表示 SW公式计算的结果，蓝色虚

线是MWS势结合经验势垒分布（双高斯分布）计算的结果，黑色实心点和绿色空心点

表示实验数据，取自[160]。对于 132Sn+40Ca反应，当入射能量 Ec.m. 等于俘获势垒 VB

时，复合核的激发能高达约 62 MeV，这很可能导致俘获过程中的多核子转移，从而加

宽势垒分布的宽度。根据 TDHF模型计算的俘获势垒高度 VB=114.38 MeV及势垒分布

宽度W=3.24 MeV。而对于 132Sn+48Ca反应体系，由于体系多了 8个中子，在入射能量

Ec.m. 等于俘获势垒 VB 条件下，复合核激发能仅为 37 MeV，比 132Sn+40Ca反应体系低

27 MeV。这是因为 48Ca是双幻核，具有较强的壳效应。这意味着，相较于 132Sn+40Ca反

应体系，132Sn+48Ca反应体系的动力学形变和核子转移更难发生。此时，132Sn+48Ca反应

体系的势垒分布宽度W 为 1.92 MeV，其结果明显比 132Sn+40Ca反应体系的势垒分布宽

度偏小。同时，我们可以看到，SW公式能很好再现这两个体系的实验数据。132Sn+48Ca

反应体系在 Ec.m. ≈ 110MeV入射能量下的俘获截面值比 132Sn+40Ca反应体系低一个数

量级，TDHF模型很好再现了这一结果。在[47]中也观察到了，由于丰中子效应和中子

闭壳效应导致的垒下熔合增强与抑制效应之间的竞争。
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图 13 同图11，但针对 132Sn+40,48Ca反应，(a)和 (b)中的实验数据取自[160]。

3.1.4 小结

我们基于 TDHF模型系统地研究了 144个近球形核反应体系的俘获阈能 Ecap。研

究发现，对于双幻数核参与的熔合反应，理论计算的 Ecap 与从实验测量的熔合激发函

数中提取的势垒高度值相吻合。而对于近球形核参与的熔合反应，与双幻核相比，由于

这些核的激发阈能相对较低，在俘获位置处，需要约 1 MeV的激发能来更好地再现实

验数据。对于 144个熔合反应体系，从 TDHF模型计算势垒高度值与实验提取的势垒高

度值之间的均方根偏差为 1.43 MeV，小于其它六个唯象核势模型的计算结果。需要指

出的是，密度泛函参数的不确定性可能导致势垒高度产生约百分之几的误差[161]。结

合由 TDHF模型计算确定的三个参数的 SW公式，我们进一步研究了熔合合激发函数。

对于七个熔合反应体系 (40Ca+48Ca、16O+208Pb、28Si+96Zr、40Ca+90,96Zr和 132Sn+40,48Ca)，

SW公式可以很好地再现它们的实验数据。同时发现，熔合体系的反应 Q值会影响垒下

截面。相对较大的反应 Q值会导致俘获位置的体系激发能较高，从而导致弹靶的动力

学形变与核子转移更容易，进而引起垒下截面的增强。
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3.2 超重体系俘获势阱的系统研究

3.2.1 引言

在超重核反应过程中，伴随着深度非弹、熔合-裂变与准裂变反应的三种机制的相

互竞争，最终反应产物包含深度非弹、熔合-裂变和准裂变三种反应的成分。它们的特

征 (例如质量、角度和动能的相关分布)通常会重叠，因此这三个过程通常不能逐个事

件进行分离[124]。为了系统性探究这种竞争关系，实验上测量了多个反应体系的质量

数-能量分布[162-164] 和质量数-角度分布 [73,165-166]。理论上，通常将核反应过程分

为三个步骤 (俘获、熔合和存活)，其中熔合过程的熔合概率 Pcn 是最不清楚的。Pcn 的

值可以通过实验测量 ACN±20 u范围内的碎片进行估算，这是因为根据液滴模型，对于

Z≈108–114的系统，复合核裂变碎片的质量数分布呈对称高斯形状分布，标准差约为 20

u。因此，需要尽可能清晰地从实验测量的质量数-能量分布中区分俘获事件 (类裂变事

件)、准弹性和深度非弹反应碎片。

对于中等质量的熔合-裂变反应，由于准裂变过程产生的碎片贡献可忽略不计，因

此可以非常清晰地将类裂变事件 (熔合-裂变 +准裂变)的碎片从质量数-总动能 (M-TKE)

分布中区分出来。然而，对于那些涉及俘获势阱非常浅的反应，如 86Kr + 198Pt，很难明

确区分准裂变和深度非弹反应事件产生的碎片。在这两个反应过程中，复合系统都分

离成两个主要碎片，而不形成复合核，并以较大的能量耗散和质量转移为特征。例如，

文献分析了四个具有 Z =114的复合系统的 M-TKE分布[167]。我们注意到，对于 86Kr

+ 198Pt反应，在M-TKE分布中作为俘获事件被标记的红色区域与其他三个系统截然不

同。此外，即使是对于相同的 40Ca + 244Pu反应，文献[168] 和[167] 中准裂变和深度非

弹事件的标记区域也存在显著差异。

因此，有必要提出一种统一的方法来区分类裂变事件、准弹反应事件和深度非弹反

应事件，从而能够精确确定俘获截面。此外，根据双核（DNS）模型[169]，超重核的熔

合过程被描述为双核系统的演化过程，其中核子从轻核转移到重核，初始的双核系统

位于俘获势阱最底部处，在这里碎片之间发生能量转移和耗散。俘获势阱深度 (也被定

义准裂变势垒高度[170])对这一过程有显著影响。对于轻质量和中等质量的熔合反应，

Bqf 的值足够高，使得在接近库仑势垒的入射能量下，准裂变几乎很难发生。然而当两

个大质量核发生反应时，如果俘获势阱深度消失，俘获过程可能会变得非常困难。目前，
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熔合势垒高度的分布可以通过测量的熔合激发函数[171] 或背角准弹性散射激发函数实

验[172]数据中获得。因此，如何从测量的重核系统的M-TKE分布中提取俘获势阱深度

是一个非常有趣的问题。在这本工作中，我们提出了一个统一的方法从M-TKE分布中

区分类裂变事件、准弹性事件和深度非弹事件。同时，我们还系统研究了深度非弹事件

的相对产额与俘获势阱深度之间的关系。

3.2.2 数值细节

在本工作中，俘获势阱深度 Bqf 通过 Skyrme能量密度泛函结合密度冻结近似计算

得到，俘获截面 σcap与深度非弹反应截面 σDIC值则通过 ImQMD模型计算得到。

在 Skyrme能量密度泛函的计算中，系统的能量密度泛函采用 ETF近似，并将动能

部分和自旋轨道部分的泛函形式展开至 2阶，使用 Skyrme相互作用参数 SKM*[173]。

在 ImQMD模型计算中，采用 IQ3a[174]参数，如下表所示，

表 3 ImQMD模型参数 IQ3a[174]

α β γ gsur gτ η Cs κs ρ0 σ0 σ1

(MeV) (MeV) (MeVfm2) MeV (MeV) (fm2) (fm−3) (fm) (fm)

-207 138 7/6 16.6 14 5/3 34 0.4 0.165 0.94 0.020

我们模拟了反应在不同碰撞参数下的碰撞过程，具体取值为 b=0-10 fm，∆b=1 fm。

每个碰撞参数下模拟了 l0万个事件，以获取足够多的统计信息。

3.2.3 计算结果与讨论

3.2.3.1 M-TKE分布

前面提到，可以通过实验测量质量数为 ACN±20 u范围内的裂变碎片估算 PCN 的

值，这就要求从M-TKE分布中精确鉴别在类裂变事件、准弹性和深度非弹反应事件中

产生的碎片。目前实验上对它们的鉴别存在模糊性，尚没有统一的标准。因此，我们提

出了两个经验公式对它们进行统一区分。下面将详细讨论，这两个公式提出的物理基础

以及它们与实验数据的符合情况。

在熔合-裂变反应中，复合核通常具体较高的激发能，以轻粒子发射、γ衰变、对称

或不对称两体裂变等方式退激发。假如系统完全以两体裂变的方式退激发，此时裂变后
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体系的总动能 TKE为最大值。根据能量守恒条件，体系的总动能表示为

TKE = ECN + E∗
CN − E1 − E2. (3.11)

式中，ECN，E
∗
CN分别表示复合体系的能量和激发能，E1，E2分别表示裂变碎片 1和 2

的能量。通过式 (3.11)可以发现，在对称裂变反应体系中，TKE的上限值为 Qs + E∗
CN。

其中 Qs = E(A1 + A2, Z1 + Z2)− 2E(Am, Zm)，Am = (A1 + A2)/2，Zm = (Z1 + Z2)/2，

A1，A2，Z1，Z2分别为裂变碎片 1和 2的质量数与电荷数。对于未知质量区域的原子

核的基态能量可以用WS4质量公式[175]计算。根据这个上限值，我们用一个倒抛物线

的函数 F1来描述类裂变反应碎片的上限值，

F1 = (Qs + E∗
CN)− (Qs + E∗

CN −Q0)
(A− Am)

2

(A1 − Am)2
. (3.12)

式中，Q0表示 ECN −E(A1, Z1)−E(A2, Z2)。这个函数可以用来区分准弹反应碎片与深

度非弹反应碎片。

同时，我们用函数 F2来区分深度非弹反应碎片与类裂变碎片，

F2 =

 Ec.m.(1− |A− A1|/80) : A1 ≤ A < Am

Ec.m.(1− |A− A2|/80) : Am ≤ A ≤ A2

. (3.13)

在实际计算中，我们只考虑 Ec.m./2 ≤ F2 ≤ Ec.m.。文献[176]中对 208Pb +110 Pd反应体

系在入射能量为 Bass垒附近的研究发现，当体系总动能损失超过 80 MeV时，每交换一

个质子所损失的能量大约为 3 MeV。式 (3.13)所使用的系数 (Ec.m./80 ≈ 3± 1）与这个

结论一致。

利用函数 F1 和 F2 可以将实验测量的 M-TKE分布划分为三部分。图 14中给出了

36S+238U和 40Ca+144Sm的在入射能量为 Bass垒附近的M-TKE分布的实验值。(a)中黑

色实线与 (b)中红色实线分别在文献[176] 与文献中[177] 用来区分类裂变碎片，粉色圆

圈与蓝色方框分别表示的是函数 F1 和 F2 计算的结果。可以看到，几乎所有类裂变碎

片位于 F2 < TKE ≤ F1 区域，准弹反应碎片位于 F1 函数值与横坐标围成的区域之外。

图 15 分别给出了 48Ca + 238U、48Ca + 248Cm、52Cr + 248Cm 和 64Ni + 238U 反应体系的
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M-TKE分布，实验数据取自[164,168]。可以看到，在这四个体系中，类裂变碎片均可以

通过 F2 < TKE ≤ F1 区域进行区分。在
52Cr + 248Cm与 64Ni + 238U反应体系中，采用

式 F2 计算的下限值与文献[164] 中给出的值基本吻合。在 48Ca + 238U反应中，位于红

色方框外面且位于 100 < TKE < 150MeV与 Am ± 50区域内的类裂变碎片也可以通过

函数 F2进行区分。

此外，可以从图 15中发现，存在比较大的能量耗散但较小的质量转移的反应，其

碎片位于 TKE ≤ F1 与 TKE ≤ F2 所围成的区域内。作者在研究
208Pb + 94Zr、208Pb +

110Pd、208Pb + 148Sm和 208Pb + 170Er等体系时，发现当入射能量为库仑位垒时，转移数

十个核子需要耗散比较大的能量（∼ 100-200 MeV）[176]。因此，在本工作中，我们将

位于 TKE ≤ F1与 TKE ≤ F2所围成区域内的碎片定义为深度非弹反应产生的碎片。

图 14 36S+238U和 40Ca+144Sm反应产物的Mass-TKE分布实验值。其中，(a)中实验数据取
自[176]，(b)取自[177]，粉色圆圈与蓝色方框分别是函数 F1与 F2计算的结果。

为了检验函数 F2区分准弹反应和深度非弹反应的有效性，图 16给出了 58Fe + 208Pb

与 86Kr + 208Pb反应体系的 M-TKE分布，实验数据取自[178]，图 17分别给出了 48Ca

+ 244Pu、48Ti + 238U、52Cr + 232Th和 86Kr + 198Pt反应体系的M-TKE分布，实验数据取

自[167]。在 58Fe + 208Pb反应中，位于准弹性峰之间的反应产物的边界 (发生突变的位

置)相对明显。从这些反应体系中，我们可以看出，除了由 86Kr诱发的两个反应中俘获

势阱消失的情况 (将在下一小节讨论)，产物碎片产额突变的边界均可以通过 F2 进行清

晰地描述。通过深入分析反应碎片的M-TKE分布，可以区分不同区域内产物碎片的产

额，从而更准确地分析俘获截面的系统性规律。
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图 15 同图14，但针对 48Ca+238U、48Ca+248Cm、52Cr+248Cm和 64Cr+248U，实验数据取
自[164,168]。

图 16 同图14，但针对 58Fe+208Pb和 86kr+208Pb，实验数据取自[178]。

3.2.3.2 俘获势阱

从图 14与图 16的对比可以发现，58Fe + 208Pb和 86Kr + 208Pb这两个反应体系中，

深度非弹反应碎片的产额在产物中的贡献显著增加。为了解释背后的物理机制，我们

利用 Skyrme能量密度泛函计算了上一节中所涉及到的 13个反应体系的俘获势阱。根
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图 17 同图14，但针对 48Ca+244Pu、48Ti+238U、52Cr+232Th和 86Kr+198Pt，实验数据取自[167]。

据图3，V (R)在弹靶核接触点附近存在一个俘获”口袋”，这个“口袋”的深度 Bqf 被

定义为俘获势阱深度 (也称为准裂变位垒高度)。表 4 列出了 13 个反应体系的 Bqf 值，

同时也给出了 Bass 垒高 EBass[151]、反应 Q 值、有效裂变参数 (Z2/A)eff[179]。其中

(Z2/A)eff = 4Z1Z2/
[
A

1/3
1 A

1/3
2 (A

1/3
1 +A

1/3
2 )
]
。

表 4 13个反应体系的入射道属性：Bass势[151]垒高度 EBass、反应 Q值、俘获势阱深度 Bqf 和有
效裂变参数 (Z2/A)eff。

Reaction EBass (MeV) Q(MeV) Bqf(MeV) (Z2/A)eff
36 S + 238U 158.5 -115.4 9.38 30.3
40Ca + 144Sm 143.2 -105.8 9.22 32.0
48Ca + 238U 193.8 -160.8 5.85 33.3
48Ca + 244Pu 197.3 -163.9 5.67 33.5
48Ca + 248Cm 201.0 -169.6 5.46 33.9
48Ti + 238U 213.8 -170.9 4.95 36.6
58Fe + 208 Pb 226.1 -205.0 4.09 38.0
52Cr + 232Th 227.7 -187.4 4.12 38.2
52Cr + 248Cm 240.5 -204.0 3.35 39.3
64Ni + 208 Pb 241.3 -224.3 2.89 39.1
64Ni + 238U 265.5 -238.6 1.85 40.8
86Kr + 198Pt 288.7 -280.6 0.66 42.6
86Kr + 208 Pb 301.5 -302.9 0.26 43.7
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图 18给出了这些体系在不同 (Z2/A)eff 下的 Bqf 值。可以看到随着 (Z2/A)eff 增加，

Bqf 系统性降低。普遍认为，对于 (Z2/A)eff 大于 33的体系，不能忽略系统准裂变的影

响。在 36S+238U和 40Ca+144Sm体系中，俘获势阱深度大于 9 MeV，对应的 (Z2/A)eff 小

于 33，意味着准裂变的影响可以忽略[180-181]。从图14中可以发现，准弹反应与深度

非弹反应在重叠区域的碎片产额非常少，这与俘获深度计算的得出的结论是一致的。从

图 14至图 17中可以看出，随着 Bqf 减小，产物中类裂变碎片产额系统性降低。特别是

在 64Ni+238U体系的反应产物中的类裂变碎片产额明显比 52Cr+248Cm体系低，这是因为

Bqf 比后者小约 1.5MeV。对于 86Kr + 198Pt与 86Kr + 208Pb这个两个体系中，它们反应产

物中深度非弹反应产物的产额相比类裂变产物的产额则要大很多，这是由于它们的俘

获势阱深度非常小，接近于 0。这预示着深度非弹性反应碎片的产额对俘获势阱深度的

非常敏感。

图 18 俘获势阱深度 Bqf 与有效裂变参数 (Z2/A)eff 的关系。

此外，我们利用 ImQMD模型分别计算了这 13个反应体系在入射能量为 Bass垒

高值的俘获截面 σcap 与深度非弹反应截面 σDIC 值，具体数值细节在 3.2.2 节中给出。

TDHF计算表明，当入射能量为 0.94Ebass 时，
58Ni与 +124Sn在中心碰撞下发生的准弹

反应，弹靶核的接触时间为 150 fm/c[140]。在 ImQMD计算中，当入射能量为 1.1Ebass

时，58Ni+124Sn 反应准弹事件的接触时间小于 200 fm/c[182]，与 TDHF 模型计算的时

间尺度基本一致。因此，在计算中，我们定义弹靶核接触时间 tcon < 200 fm/c的事件
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为准弹反应事件。图 19中给出了 64Ni+208Pb反应体系在入射能量为 Bass垒高值和在

中心碰撞条件下的 M-TKE 分布，它是基于 ImQMD 模型计算得到的。可以发现，在

200 < t < 600 fm/c 区域体系主要发生的深度非弹反应，表明类裂变事件主要发生在

t > 600 fm/c 区域。通常认为准裂变的时间尺度为几个 zs(1 zs= 10−21 s)[124]，例如
64Ni+238U[137]和 86Kr+197U[138]这两个体系从质量数-角分布中提取的值为 3 zs。因此，

在实际计算中，我们认为，接触时间 tcon ≥ 600 fm/c的事件为俘获事件，接触时间为

200 ≤ tcon ≤ 600 fm/c的事件为深度非弹反应事件，是合理的。

图 19 利用 ImQMD模型计算 64Ni+208Pb在不同接触时间下的M-TKE分布

在 ImQMD模型中，俘获截面 σcap可以表示为

σcap(Ec.m.) = 2π

∫
b gcapdb ≃ 2π

∑
b gcap ∆b. (3.14)

式中，gcap为反应中发生俘获事件的概率，在本工作中，即接触时间 tcon > 600 fm/c的

事件的产生概率。同理，可以根据接触时间 t计算深度非弹反应截面 σDIC。

为了进一步研究深度非弹反应，我们定义接触截面 σT:

σT = σcap + σDIC. (3.15)
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图 20给出了 σcap/σT随俘获势阱深度 Bqf 的变化。可以看到，σcap/σT的值随着俘获势阱

深度增加而线性增大。在 86Kr+208Pb体系中，σcap/σT的计算值为 0.39，表明深度非弹反

应事件发生的几率大于俘获事件的几率，与图 16中实验结果相符合。而对于 40Ca+208Pb

来说，σcap/σT值为 0.86，对应 Bqf 的值为 9.22 MeV，这意味着深度非弹反应的事件要比

俘获事件要小得多。从图 20中趋势的趋势来看，随着俘获势阱深度 Bqf 增大，σcap/σT

趋近与 1。这就意味着，对于轻体系来说，由于有较大的 Bqf 值，它们在库仑位垒附近的

反应中，熔合截面与俘获截面基本相等，准裂变和深度非弹反应的贡献几乎可以忽略。

综上，我们的研究表明，在熔合-裂变反应中，σcap/σT的值是对俘获势阱深度非常敏感。

图 20 俘获截面 σcap与接触截面 σT的比值随俘获势阱深度的变化。

3.2.4 小结

目前实验上对熔合-裂变、准裂变、深度非弹反应事件的鉴别存在模糊性，尚没有建

立统一的标准。因此，我们提出了两个经验公式 F1和 F2对它们中类裂变事件（熔合-裂

变 +准裂变）和深度非弹反应事件进行了统一区分。对 13个熔合-裂变发应体系的研究

表明，我们提出的这两个公式能很好地从M-TKE分布中区分类裂变事件、准弹和深度

非弹反应事件。同时，我们还注意到深度非弹反应事件在反应中的占比随俘获势阱深度

Bqf 的减小而快速升高。对于
36S+238U和 40Ca+144Sm，俘获势阱深度 Bqf 大于 9 MeV，此

时对应深度非弹反应产物的产额相对较少，而在 86Kr+198Pt和 86Kr+208Pb中，深度非弹

反应产物的产额远远大于类裂变碎片，这是因为俘获势阱几乎消失。在 ImQMD模型计
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算中，我们定义弹靶核接触时间小于 200 fm/c为准弹反应事件，接触时间大于 600 fm/c

为深度非弹反应事件。研究发现俘获截面与接触截面之比 σcap/σT 随着俘获袋深度 Bqf

值的增加而系统地增加。这似乎表明 σcap/σT可以用来探测熔合势垒的俘获势阱深度。
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第四章 重离子核-核相互作用势的微观动力学研究

核-核相互作用势不仅可以用来研究熔合势垒，因为熔合势垒仅描述了核-核相互作

用势的势能曲线上的一个特定“突起”区域，还可以用来研究核-核相互作用势能随距

离的变化，从而可以更全面地理解熔合过程的动力学行为。近年来，利用 TDHF模型研

究熔合反应及其核-核相互作用势取得了显著的成就。

由于 TDHF模型采用了平均场近似，体系的状态波函数被描述为单粒子波函数的

组合，因此它无法直接描述量子隧穿效应。为了克服这一限制，普遍的方法是基于一维

势垒穿透理论计算穿透概率，并据此计算熔合激发函数。熔合激发函数在实验上可以直

接测量，因此理论计算结果可以直接与实验数据进行对比。此外，还可以通过实验测量

的熔合激发函数提取的熔合势垒信息，如高度与半径等，将理论计算的结果与实验值进

行对比。

本章在 TDHF理论的框架下，对多个反应体系的核-核相互作用势进行了微观动力

学研究。4.1节给出对核-核相互作用势的微观动力学描述；4.2节给出对熔合激发函数

的理论计算；4.3节给出 40Ar+176Hf熔合反应中形变效应的研究；4.4节中对本章进行小

结。

4.1 核-核相互作用势的微观动力学描述

4.1.1 引言

对熔合反应的理论描述主要分为俘获、熔合和存活过程三个阶段，可以用如下公式

表示:

σER(Ec,m.) =
∑
J

σcap(Ec.m., J)PCN(Ec.m., J)Wsur(Ec.m., J). (4.1)

其中，Ec.m. 是质心入射能量，J 是弹靶核之间的相对运动角动量。俘获过程可作为一

个一维位垒隧穿的过程处理，因此需要在相应的熔合势垒上进行势垒穿透计算。在熔合

过程中弹靶核有一定概率形成复合核。普遍认为，当弹靶组合的电荷数乘积 Z1Z2>1000

时，会发生准裂变，即 PCN < 1。在存活过程中，熔合过程形成的复合核通常带有激发

能，它会通过蒸发中子、γ 粒子、α粒子或复合核裂变等形式退激。俘获过程作为熔合
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反应的第一阶段是熔合反应能否发生的关键，只有发生了俘获过程才有机会发生熔合

和存活过程的反应。

在俘获过程中，当两个弹靶逐渐靠近时，它们会受到远程库仑力的排斥和短程核力

的吸引，这个过程可以用核-核相互作用势表示:

V (r) = VN(r) + VC(r) + VL(r). (4.2)

其中，库仑势 VC(r)和 VL(r)的形式可以相对精确地计算，目前无法精确确定 VN(r)。理

论上可以通过各种核势模型计算核-核相互作用势，它们可以分为静态核势和动力学势

两大类，在下面会详细介绍。在 TDHF模型中，可以通过密度约束方法计算核-核相互

作用势[77]。这种方法在平均场近似的框架下处理激发能，理论上是自洽的，没有引入

额外的近似。然而，这种方法涉及在密度约束下的自洽迭代计算，特别是在超重核的研

究中，这一过程非常耗时，不利于进行系统研究。

因此，在 TDHF模型中，发展一个更快速的计算核-核相互作用势的方法尤为必要。

拓展的 Thomas-Fermi(ETF)近似是 Thomas-Fermi(TF)近似的拓展。在 ETF近似中，动

能密度和自旋轨道密度表示为密度的函数。因此，可以通过对密度变分直接求得系统的

基态，从而绕开求解 Kohn-Sham方程，实现极大降低计算量。Skyrme力结合 ETF近似

下的能量密度泛函形式在文献中[85] 进行了详细推导，ETF近似的阶数已展开至 4阶。

同时，文中指出，更高阶的计算结果是发散的。基于密度冻结近似，刘敏等人在 2006

年，首次将 Skyrme力结合 ETF近似运用到核-核相互作用势研究中[47]。随后，王宁等

人利用该方法做了一系列的研究工作[65,183-184]。文献[75] 中基于 ImQMD模型的研

究表明，ETF近似在动力学反应过程中同样适用，能够较为准确地描述熔合反应动力学

势垒的能量依赖性。此外，这种能量依赖行为与 DC-TDHF模型的计算结果是一致的。

鉴于 ETF方法在 ImQMD模型中的成功，我们基于 TDHF模型，并结合 ETF近似，

发展出了 ETF-TDHF模型。本节将探讨 ETF-TDHF模型在核-核相互作用势研究中的运

用。由于球形核考虑对关联影响较小，其计算相对简单，目前的理论研究主要聚焦于双

幻核反应体系。
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4.1.2 核-核相互作用势的理论描述

4.1.2.1 静态核势

静态核势模型大多以核子数 A、质子数 Z 作为基本变量，其形式相对简单，因此能

够很方便地研究熔合势垒的系统性规律。然而，由于这类核势模型并未考虑反应过程中

的动力学效应，特别是涉及到丰中子核参与的熔合反应，其计算的势垒高度值往往相较

于实验值偏高。

• 亲近势

亲近势 (Proximity potential)由 Blocki等人提出[46]，亲近势写为

V Prox
N (r) = 4πγR̄bΦ(ζ). (4.3)

其中 γ 为表面张力系数:

γ = 0.061
[
18.36− 13.62(t21 + t22)

]
. (4.4)

ti为中子皮系数:

ti = 1.71(32.65(Ni − Zi)/Ai − 0.063ZiA
−1/3
i )/(35.4 + 73.46A

−1/3
i ). (4.5)

平均曲率半径 R̄ = R1R2/(R1 +R2)，按照液滴模型，物质半径 Ri = ci +Niti/Ai。其中

ci为电荷分布的半密度半径，表示为

ci = R00i

(
1− 7

2

b

R00i
2
− 49

8

b

R00i
4
+ . . .

)
, (4.6)

R00i为电荷半径，R00i = 1.240A
1/3
i + 1.646/Ai − 0.191(Ai − 2Zi)/Ai。普适函数 Φ(ζ)与

亲近距离 ζ = (r − c1 − c2)/b的参数化表达式为

Φ(ζ) =

 −0.1353 +
∑5

n=0

[
cn
n+1

(2.5− ζ)n+1
]

0 ≤ ζ ≤ 2.5

−0.09551 exp
(
2.75−ζ
0.7176

)
ζ ≥ 2.5.

(4.7)

b 为表面厚度通常取 1 fm，其余各值为参数。目前已经发展出了许多参数组，如
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Prox77[185]，Prox88[186]，Prox00[149]等。其中 Prox00中的参数分别为：c0 = −0.1886,

c1 = −0.2623，c2 = −0.1526，c3 = −0.04562，c4 = −0.069136，c5 = −0.011454。

• Bass势

Bass势由于其形式相对简单，在熔合反应的研究中确实得到了广泛应用。在研究熔

合反应时，我们经常会提及“垒上”或“垒下”入射能量，这些术语通常是基于 Bass势所

描述的 Bass势垒高度值为基准的。目前 Bass势有许多版本，如 Bass73[187]、Bass77[45]

及 Bass80[186]。其中，Bass80势表示为

V Bass80
N (r) =

R1R2

R1 +R2

g (r −R1 −R2) . (4.8)

其中，中心半径 Ri = Rsi(1− 0.98/R2
si)，Rsi是有效的锐截止半径:

Rsi = 1.28A
1/3
i + 0.8A

−1/3
i − 0.76. (4.9)

参数化函数 g表示为

g(r −R1 −R2) =

[
0.033 exp

(
r −R1 −R2

3.5

)
+ 0.007 exp

(
r −R1 −R2

0.65

)]−1

. (4.10)

• Woods-Saxon势

王宁等人基于Woos-Saxon势，提出了一个改进的Woos-Saxon(MWS)势[153]:

VN(r) =
V0

1 + exp [(r −R0) /a]
, (4.11)

其中,

V0 = u0 [1 + κ (I1 + I2)]
A

1/3
1 A

1/3
2

A
1/3
1 + A

1/3
2

, (4.12)

且

R0 = r0

(
A

1/3
1 + A

1/3
2

)
+ c. (4.13)

I1，I2 为同位旋不对称度 Ii = (Ni − Zi) /Ai。其中，µ0 = −44.16 MeV，κ = −0.4,

r0 = 1.27 fm, c = −1.37 fm,和 a = 0.75 fm。需要指出的是，MWS势是基于密度冻结近
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似下得到的，为考虑动力学形变效应引起的势垒分布，文中[153] 给出最可几的垒高大

约为 VB ∼ 0.946B0，其中 B0为MWS的势垒高度。

• CW76势

CW76势最早由 Christensen等人提出[188]，2022年，温培威等人通过拟合实验数

据，发展了一个改进的 CW76势[154]:

V MCW
B =

Z1Z2e
2

0.9782
(
A

1/3
1 + A

1/3
2

)
+ 4.2833

. (4.14)

• BW91势

BW91势在 1991年被提出[152]，它的形式跟Woods-Saxon势相同，但采用了不同

的参数。在 BW91势中，式(4.11)中的参数取为

V BW91
0 = −16π

R1R2

R1 +R2

γa, (4.15)

RBW91
0 = R1 +R2 + 0.29, (4.16)

其中，

γ = 0.95

[
1− 1.8

(
N1 − Z1

A1

)(
N2 − Z2

A2

)]
, (4.17)

R1和 R2分别为弹靶的几何半径，Ri =
(
1.233A

1/3
i − 0.98A

−1/3
i

)
。

• ETF4势

基于弹靶核的基态密度以及能量密度泛函的表达式，在密度冻结的情形下，核-核

相互作用势可以写为

V DFT
N (r) =

∫ {
ξnuc

[
ρ(1)(R) + ρ(2)(R− r)

]
− ξnuc

[
ρ(1)(R)

]
− ξnuc

[
ρ(1)(R− r)

]}
d3R.

(4.18)

其中 ξ 为原子核的基态能量，它为弹核密度 ρ(1)(R)和靶核的密度 ρ(2)(R)的泛函。

在实际计算中，ξ 关于密度 ρ(r)的泛函形式是未知的。利用 ETF近似可以给出密度泛

函的具体形式，进而可以计算原子核的基态密度和基态能量。在文献中[47]，刘敏等
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人的研究表明，基于 ETF近似计算得到的核-核势与亲近势的计算结果很接近。在文献

中[150]，基于 ETF近似，能量密度泛函被取至 4阶近似，即 ETF4，根据(4.18)，核-核

相互作用势可以用一个简单的函数形式进行近似表示:

V ETF4
N (r) ≈ V0e

−α(r−R0)2 . (4.19)

其中，

V0 (A1, A2, I1, I2) = v0 [1 + κ (I1 + I2)]
A

1/3
1 A

1/3
2

A
1/3
1 + A

1/3
2

, (4.20)

以及，

V ETF4
N (r) ≈ V0e

−α(r−R0)2 . (4.21)

参数分别取为：r0 = 1.183 fm，b = −2.4 fm，v0 = −46.07MeV，κ = −0.4734，α = 0.173 fm2。

4.1.2.2 微观动力学势

在熔合过程中，由于涉及许多复杂的动力学效应，目前基于静态核势模型所采用的

集体自由度难以合理处理这些效应。而基于微观动力学模型计算的微观动力学势能可

以自洽地处理这些效应，但这种方法需要付出较高的计算成本。

根据能量守恒，在反应过程中，势能函数可以 V (R)可以表示为

V (R) = Etot
g.s.(R)− E1

g.s. − E2
g.s., (4.22)

其中，E1
g.s.、E

2
g.s.分别表示弹核和靶核的基态能量，E

tot
g.s.(R)表示复合体系的基态能量，

可以表示成如下形式，

Etot
g.s.(R) = E(R)− E∗(R). (4.23)

这里 E(R)是体系的总能量，可以直接通过动力学模型计算得到，激发能 E∗(R)的计算

则比较复杂，这是因为它会与集体能量耦合，无法直接将其与集体能量分离。

根据 P. Hohenberg能量密度泛函定理[102]，体系的基态能量可由系统粒子数密度

唯一确定，也就是说可以根据密度计算基态能量。这个定理给出了从密度自由度出发精
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确求解多体系统的方法，但它并没有告诉我们能量密度泛函的具体形式。实际上，在微

观动力学模型中，体系在反应径迹上的密度是已知的,因此需要寻找一个理论方法计算

基态能量。

目前，有两种不同的模型可以计算在反应过程中体系的基态能量：一种是基于

ImQMD模型结合 ETF方法，被称为 ETF-ImQMD模型；另一种是基于 TDHF模型结合

密度约束方法，被称为 DC-DTHF模型。

• DC-TDHF模型

在 TDHF模型框架下，要得到反应过程中体系的基态能量，一种可行的办法是使用

Kohn-Sham方法[103]。该方法提出了一种策略，基于一个无相互作用的参照系统模拟

实际的真实系统。依据 Hohenberg和 Kohn所证明的定理，如果这个参照系统与真实系

统的密度相同，那么这两个系统将具有相同的基态能量[102]。这意味着，只要找到与真

实系统密度相同的参考系统，就可以得到真实系统的基态能量。密度约束方法就是基于

Kohn-Sham方法提出来的，它于 1985年提出[89]。它与约束的 HF方法在数值计算方法

上是一样的，都是通过对反应体系的某物理量进行约束，利用迭代算法得到在该约束下

的基态能量[189]。要得到整个反应路径上核-核相互作用势，需要对整个反应过程的密

度做约束计算，这是非常耗时的。需要指出的是，密度约束方法与 HF方法在相同框架

下处理基态，没有引入额外的近似，这是一个重要的优势。

在反应过程中，体系在 r位置处的基态能量表示为

E
(
ρTDHF(r)

)
= min

Ψ∈ρTDHF(r)

〈
Ψ
∣∣∣T̂ + V̂ (r)

∣∣∣Ψ〉 . (4.24)

求解上式需要迭代计算，且试探波函数 |Ψ⟩需要限制在 ⟨Ψ∗|Ψ⟩ = ρTDHF(r)空间中搜索。

为了实现这一目标，通过引入 Lagrange不定乘子 λ，

E
(
ρTDHF(r)

)
= min

{〈
Ψ|T̂ + V̂ (r)|Ψ

〉
,−λ

(
⟨Ψ|Ψ⟩ − ρTDHF(r)

)}
, (4.25)

可以与 HF方法使用相同的数值方法进行求解。为了提高计算速度，文献中[89]作者采

用如下迭代步骤:
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第一步：计算试探波函数 ψtrail
i (r):

ψtrail
i (r) = O

{[
1− x0(ĥ

k − λ(r)− ϵki )
]
ψk
i (r)

}
. (4.26)

其中，λ(r) =
∫
d3rλρ̂(r)。初始试探波函数 φ0

i (r) 可以人为给定，也可以采用上一次

计算中迭代收敛的波函数。通过式(4.26)可以求出试探波函数对应的密度 ρtrial(r) =∑N
i=1 |ψtrial

i (r)|2，N 为粒子数。

第二步：更新 λ(r):

λk+1(r) = λk(r) + c0
δρ(r)

2x0ρk(r) + d0
. (4.27)

其中，δρ(r) = ρtrial(r)− ρk(r)。定义辅助变量 δλ(r):

δλ(r) = c0
ρk(r)− ρTDHF(r)

2x0ρTDHF(r) + d0
. (4.28)

第三步：计算 k+1步的波函数

ψk+1
i (r) = O

{[
1− x0(λ

k+1(r)− λk(r) + δλq(r)
]
ψk
i (r)

}
. (4.29)

在实际计算中，x0可以用 D̂替代，c0和 d0是常数，分别取 1.9和 5× 10−5。

重复上面的三个步骤，直到满足

ρk+1(r) = ρk(r) = ρTDHF(r), (4.30)

就停止迭代计算。基于收敛得到的波函数 ψk+1
i (r)计算体系的基态能量，根据式(4.22)可

得到 V (R)。近来来，通过使用基于 DC-DTHF方法并结合入射波边界条件 (IWBC)的方

法，成功计算了多个体系的熔合激发函数[129,190]。

• ETF-ImQMD模型

根据式(2.58)，体系的总能量包含动能 T、中心势能 Uloc和库仑能 UCoul。在 ImQMD
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模型框架下，其中 Uloc和 UCoul的泛函形式是已知的，因此只需要处理 T 的计算。文献

中[75]首次将 ETF近似运用到 ImQMD模型中，并成功计算了 40Ca+40Ca、48Ca+208Pb和
126Sn+130Te三个反应体系的核-核相互作用势。该方法不仅成功再现了核-核相互作用势

随入射能量的变化趋势，而且与 DC-TDHF模型的计算结果比较吻合。在 ETF-ImQMD

模型中，动能 T 表示为

T ≃ c0
∑
i

ρ
2/3
i +

c1∑
ρi

∑
i,j ̸=i

fsρij + c2N, (4.31)

其中，c0 = 41.2 MeV fm2, c1 = 4.8 MeV fm2, c2 = −1.0 MeV，N 是系统的粒子数，ρi，

ρij，fs由式(2.59)给出。

• ETF-TDHF模型

借鉴前面 ImQMD模型对于动能的近似处理，在 TDHF模型中，我们对式(2.22)中

的动能和自旋轨道密度分别用 ETF方法做近似处理。在 ETF近似框架下，动能密度和

自旋轨道密度分别表示为

τ (ETF)
q [ρq] = τ (TF)

q [ρq] + τ (2)q [ρq] + τ (4)q [ρq] +O(ℏ6),

J⃗ (ETF)
q [ρq] = J⃗ (2)

q [ρq] + J⃗ (4)
q [ρq] +O(ℏ6).

(4.32)

其中，q用来标记质子和中子。文献[85]中指出 τ
(6)
q [ρq]在 r → ∞处发散。因此在本工

作中，ETF只近似只考虑至 4阶。习惯上，2阶近似称为 ETF2，4阶近似称为 ETF4。

τ
(TF)
q [ρq]、τ

(2)
q [ρq]和 J⃗

(2)
q [ρq]写为

τ (TF)
q [ρq] =

3

5
(3π2)2/3 ρ5/3q ,

τ (2)q [ρq] =
1

36

(∇⃗ρq)2

ρq
+

1

3
∆ρq +

1

6

∇⃗ρq · ∇⃗fq
fq

+
1

6
ρq
∆fq
fq

− 1

12
ρq

(
∇⃗fq
fq

)2

+
1

2

(
2m

ℏ2

)2

ρq

(
W⃗q

fq

)2

,

J⃗ (2)
q [ρq] = −2m

ℏ2

ρq
fq
W⃗q.

(4.33)

上式中 fq(r⃗) = 1+
2m

ℏ2
[b1ρq(r⃗)− b′1ρq(r⃗)]，W⃗q(r⃗) = b4∇⃗(ρ+ρq)，b1、b

′
1和 b4由式(2.30)表
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示，动能密度的 4阶展开项 τ
(4)
q [ρq]为

τ (4)q [ρq] = (3π2)−2/3 ρ
1/3
q

4320

{
24

∆2ρq
ρq

− 60
∇⃗ρq · ∇⃗(∆ρq)

ρ2q
− 28

(
∆ρq
ρq

)2

− 14
∆(∇⃗ρq)2

ρ2q

+
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3

(∇⃗ρq)2∆ρq
ρ3q

+
184

3

∇⃗ρq · ∇⃗(∇⃗ρq)2

ρ3q
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(
∇⃗ρq
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)4

− 36
∆2fq
fq

+ 36
∆(∇⃗fq)2

f 2
q

− 18

(
∆fq
fq

)2

− 72
∇⃗fq · ∇⃗(∇⃗fq)2

f 3
q

+ 54

(
∇⃗fq
fq

)4

+ 12
∆(∇⃗fq · ∇⃗ρq)

fqρq

+ 24
∇⃗fq · ∇⃗(∆ρq)

fqρq
− 36

∇⃗ρq · ∇⃗(∆fq)

fqρq
+ 24

∇⃗ρq · ∇⃗(∇⃗fq)2

f 2
q ρq

− 12
(∇⃗fq · ∇⃗ρq)∆fq

f 2
q ρq

− 24
∇⃗fq · ∇⃗(∇⃗fq · ∇⃗ρq)

f 2
q ρq
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fq ρ2q

− 52
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fq ρ2q
+ 30

(∇⃗fq · ∇⃗ρq)2

f 2
q ρ

2
q
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260

3
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+
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1
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1
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1

8
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1
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2
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− 1

2fq

[
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q ∆fq

+ W⃗q · ∇⃗(W⃗q · ∇⃗fq)−
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)2
ρ
1/3
q

4f 2
q

.

(4.34)

自旋轨道密度的 4阶展开项 J⃗
(4)
q [ρq]为

J⃗ (4)
q [ρq] = (3π2)−2/3 2m

ℏ2

ρ
1/3
q

8fq

{
−
[
∆W⃗q + ∇⃗(divW⃗q)

]
+

1

fq

[
W⃗q ∆fq + (W⃗q · ∇⃗)∇⃗fq

+ (∇⃗fq × rotW⃗q) + 2(∇⃗fq · ∇⃗)W⃗q

]
− 1

f 2
q

[
(∇⃗fq)2W⃗q + (∇⃗fq · W⃗q)∇⃗fq − 2

(
2m

ℏ2

)2

W⃗ 3
q

]
− 1

3ρq

[
(∇⃗ρq · ∇⃗)W⃗q + divW⃗q ∇⃗ρq −

1

fq

(
(∇⃗fq · ∇⃗ρq)W⃗q + (∇⃗fq · W⃗q)∇⃗ρq

)]}
.

(4.35)
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将(4.32)代入式(2.22)中，系统的基态能量表示为

E(ρTDHF) = E(ρTDHF, τETF, J⃗ETF), (4.36)

根据式(4.22)可计算得到 V (R)。

4.1.3 计算结果与讨论

4.1.3.1 数值检验

根据上节中的讨论，在 ETF近似中，由于高阶项在无穷远处发散，动能密度 τ(r⃗)和

自旋轨道密度 J⃗(r⃗)的形式被截断至 4阶。因此，首先，我们检验了 ETF近似的收敛性。

在图21中给出了基于 ETF方法计算得到 208Pb的动能密度 (图 a)和自旋轨道密度 (图 b)，

其中，蓝色虚线表示 τ0、橙色虚线表示 τ2 和 J2、绿色虚线表示 τ4 和 J4 以及红色实线

分别表示它们的值之和，同时也给出了使用 HF方法计算得到的结果作为对比，其结果

用黑色实线表示。可以看到，图 (a)中，τ0占主要贡献，τ2比 τ4的值要大得多 (为了更

好的可视性，τ4的值放大了 10倍)，图 (b)中 J2的值也比 J4大很多，表明，ETF方法

在 4阶近似下有很好的收敛性。同时，可以发现，它们的值之和与 HF计算值比较接近，

意味着用 ETF近似描述原子核基态有一定的合理性。
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图 21 ETF方法的不同阶近似的计算值与 HF计算值的比较，其中 (a)为 208Pb的动能密度，(b)为
208Pb的自旋轨道密度。

为了检验 ETF近似描述原子核基态能量的可靠性，在图22中给出了基于 ETF2和

ETF4近似计算的球形核（包括 16O、40Ca、48Ca、56Ni、90Zr、132Sn、140Ce和 208Pb）的

基态能量值与 HF理论计算值的相对偏差。可以观察到，它们的偏差都在 5%以内，而

由于 ETF4包含更高阶项，ETF4的计算结果与 HF的偏差降低至 1.5%以内。这进一步
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证明了 ETF近似具有良好的收敛性，并且能够较好的描述原子核的基态能量。
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图 22 利用 ETF2和 ETF4计算原子核的基态能量值与实验值的相对偏差。

在图23中，我们分别基于 ETF2和 ETF4近似，分别计算了 16O+208Pb反应在密度冻

结近似下和入射能量 Ec.m. = 76 MeV下的核-核相互作用势。其中，黑色实线为 ETF2的

结果，红色实线为 ETF4的结果，绿色实线为库仑势。为了更直观地比较 ETF4与 ETF2

计算结果的差异，我们在子图中特别展示了两者之间的偏差，并给出了三个特殊位置

的密度分布。可以看到，无论是密度冻结近似还是动力学条件下，当两核距离比较远

时，ETF2与 ETF4的计算结果均一致地趋近于库仑势的值，随着两核逐渐靠近，ETF2

与 ETF4的偏差开始逐渐增大，但值得注意的是，这些偏差均保持在较小的范围内，绝

对偏差小于 1 MeV。通过进一步分析子图中的密度分布，我们可以发现，随着两核接触

程度越深，ETF2与 ETF4之间的偏差也随之显著增大。鉴于 ETF4计算的核-核相互作

用势与 ETF2的结果仅有较小的偏差，我们认为 ETF近似对于描述核-核相互作用势具

有良好的收敛性，在接下来的计算中采用 ETF4近似。
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图 23 在 16O+208Pb反应中的核-核相互作用势，(a)基于密度冻结近似，(b)基于入射能量
Ec.m. = 76 MeV。其中，黑色实线为 ETF2的结果，红色实线为 ETF4的结果，绿色实线为库仑势。
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4.1.3.2 密度冻结势

密度冻结近似下，核-核相互作用势可以用式(4.18)表示，其中 ρ(1)(R⃗)和 ρ(2)(R⃗)分

别为弹靶核的密度。在 TDHF模型中，基于密度冻结近似的方法称为 FHF，由于其计算

简单，FHF方法被广泛运于耦合道模型中[41,191-192]。密度冻结势描述了在弹核和靶

核接触 (半密度半径处交叠)之前，两核保持相对独立的状态，因此，这种方法给出的

核-核相互作用势更接近于非常高能量入射的原子核在反应过程中实际感受到的势垒。

图24中给出了在密度冻结近似下，基于 ETF近似和密度约束方法计算的核-核相互

作用势，分别用红色实线和绿色虚线表示。其中，(a)为 16O+16O的结果，(b)为 48Ca+48Ca

的结果。可以看到，当两核距离比较远时，ETF-FHF与 DC-FHF的计算结果比较一致。

随着两核逐渐靠近，当两核开始深度接触后，它们的计算结果才开始出现明显偏差。因

此，在密度冻结近似下，ETF方法可以用来描述熔合势垒。同时，可以观察到，FHF方

法计算的核-核相互作用势能随着两核距离减小而快速降低，并没有出现 ETF-FHF 与

DC-FHF 那样的“势垒口袋”，这是因为当两核逐渐靠近时密度冻结近似违反了泡利

原理。在 ETF-FHF方法中，ETF近似体系考虑了核子在费米面以下的占据问题，而在

DC-FHF方法中，通过密度约束方法可以计算在相同密度下体系的基态能量，从而实现

单粒子态的重新占据。因此，它们都出现了图 (a)和 (b)中所示的势垒口袋。
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图 24 密度冻结势：ETF-FHF计算值 (红色实线)与 DC-FHF计算值 (绿色虚线)的比较，其中，(a)
为 16O+16O的结果，(b)为 48Ca+48Ca的结果。

4.1.3.3 动力学势

在势垒附近的反应中，由于核子运动相对比较缓慢，体系有足够的时间通过核子

转移、动力学形变等方式进行动力学调整。因此，体系感受到是动力学势而不是密
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度冻结势。图25中给出了基于 ETF-TDHF 和 DC-TDHF 方法计算动力学势。在 (a) 中

给出的是 16O+208Pb的计算结果，其中黑色实线和蓝色实线分别为 Ec.m. = 76 MeV和

Ec.m. = 90MeV的计算结果，虚线对应的是 DC-TDHF计算的结果，绿色实线为库仑势。

可以看到，与密度冻结下类似，当两核距离比较远时，ETF-TDHF与 DC-TDHF的计算

结果比较一致。随着两核逐渐靠近，当两核开始深度接触后，它们的计算结果才开始出

现明显偏差。此外，可以看到随着入射能量增加，势垒高度增大，势垒半径减小且势垒

厚度变宽，ETF-TDHF计算的核-核相互作用势的能量依赖行为与 DC-TDHF一致。
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图 25 动力学势：ETF-FHF计算值 (实线)与 DC-TDHF计算值 (虚线)的比较，其中 (a)为
16O+208Pb的结果，(b)为 16O+34Ne的结果。

进一步的，我们研究了弹靶核初始形变对核-核相互作用势的影响，特别是针对
16O+34Ne 反应体系。在这个体系中，34Ne 是形变核，根据 HF 计算，它的 β2 形变为

0.28。在图25中的 (b)图给出了 16O+34Ne的计算结果。其中，腰取向上采用的入射能量

为 30 MeV，头取向上的入射能量为 15 MeV。可以看到，ETF-TDHF与 DC-TDHF方法

计算的动力学势在两个取向上都非常靠近，仅当两核距离减小至深度接触后，它们的计

算结果才开始出现明显偏差。同时，腰取向的势垒明显高于头取向，但其势垒半径则偏

小。这表明，ETF近似对于形变原子核参与反应的体系同样适用。

图26中给出了 16O+208Pb反应体系的熔合势垒半径和高度随入射能量的变化，其中，

绿色虚线为 DC-FHF计算的势垒高度值。为了更直观，图 (a)将势垒半径用 R1 + R2做

了约化，R表示原子核的半径（R = 1.4A1/3），图 (b)将势垒高度用熔合阈值 V TDHF
B 做

了约化，它们的横坐标都以 V TDHF
B 的相对值给出。从图 (a)中可以看出，随着入射能量

升高，势垒半径逐渐减小，在入射能量大于 3倍 V TDHF
B 后，势垒半径不再发生变化。同

时，从密度分布来看，当入射能量越高时，在势垒半径处，两核接触形成的颈部区域会

64



北京航空航天大学博士学位论文

1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0 3 . 51 . 1 0

1 . 1 5

1 . 2 0

1 . 2 5
R B

/(R
1+R

2)

E c . m / V T D H FB

1 6 O + 2 0 8 P b
(a)

1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0 3 . 5

0 . 9 9

1 . 0 0

1 . 0 1

1 . 0 2

1 . 0 3

1 . 0 4
1 6 O + 2 0 8 P b

VET
F-T

DH
F

B
 /V

TD
HF

B

 E T D H F  / V T D H FB

(b)

图 26 16O+208Pb反应的势垒半径 (图 (a))和势垒高度 (图 (b))随入射能量的变化。其中，绿色虚线
为 DC-FHF计算的势垒高度值。

变得更小。在图 (b)中，绿色虚线是基于密度冻结近似 (DC-FHF)计算的势垒高度。可

以发现，随着入射能量升高，势垒高度逐渐增大，在入射能量大于 3倍 V TDHF
B 后，势

垒高度开始缓慢升高，并逐渐靠近 DC-FHF模型计算的势垒高度。

由于熔合势垒高度是能量依赖的，基于实验数据提取的熔合势垒高度为最可几势

垒高度[65]。在3.1小节中的研究表明，它跟基于 TDHF模型利用熔合阈方法的计算结

果比较靠近。因此，我们利用熔合阈方法得到势垒高度作为参考，将其作为 ETF-TDHF

模型的入射能量，进而检验该模型计算势垒高度时的可靠性。需要指出的是，这里采

用的相互作用参数 Sly4d[193]，与3.1小节中采用的相互作用不同。表5中给出了六个球

形核参与的反应的熔合势垒高度与实验值的比较。其中，V EXP
B 为实验值，V ETF-TDHF

B 为

ETF-TDHF模型的计算结果，V TDHF
B 为熔合阈方法的计算结果。可以看到，针对这六个

体系，ETF-TDHF模型的计算的势垒高度与实验数据非常接近，绝对误差均小于 1 MeV，

相对误差均小于 5%，同时，与熔合阈方法的计算结果也比较靠近。

表 5 利用 ETF-TDHF模型和熔合阈方法计算的势垒高度值 (V ETF-TDHF
B 和 V TDHF

B )与实验值 (V EXP
B )

的比较。

Reaction V EXP
B (MeV) V TDHF

B (MeV) V ETF-TDHF
B (MeV)

16O+16O 10.86±0.06 10.03 10.37
16O+40Ca 23.72±0.53 22.88 23.21
16O+208Pb 74.20±0.03 74.03 73.56
40Ca+40Ca 53.21±0.03 52.76 53.70
40Ca+48Ca 51.33±0.33 51.55 51.30
40Ca+90Zr 96.85±0.12 95.85 96.55

65



第四章 重离子核-核相互作用势的微观动力学研究

4.1.4 小结

我们基于 TDHF模型，结合 ETF近似方法，发展了 ETF-TDHF模型，并进一步运

用于重离子核-核相互作用势的研究中。首先，我们验证了 ETF近似中动能密度和自旋

轨道密度的收敛性，并进一步检验了其对于基态能量的描述以及核-核相互作用势在密

度冻结近似和动力学碰撞条件下的描述，它们均表现出了非常好的收敛性。接着，基于

ETF-TDHF模型，我们分别计算了密度冻结势和动力学势，计算结果表明，在弹靶核深

度接触之前，ETF-TDHF(FHF)模型的计算结果与 DC-TDHF(HF)模型的计算结果高度

一致。随着入射能量的升高，熔合势垒半径逐渐减小，而势垒高度逐渐增大，当能量升

高至 3倍熔合阈值后，这些变化几乎趋于稳定。此外，基于 ETF-TDHF模型计算得到的

六个双幻核反应的势垒高度与实验值非常接近，绝对误差均小于 1 MeV，相对误差均小

于 5%。

4.2 重离子熔合激发函数的理论研究

4.2.1 引言

激发函数用于描述某种物理过程或现象随特定参数 (如能量、温度、压力等)的变

化关系，在物理学各个分支领域有非常广泛的应用。在核物理中，激发函数被用来描述

某种特定的核反应过程随入射粒子能量的变化关系。这些激发函数可以通过实验直接

测到，也可以通过理论进行计算。常见的有共振激发函数[194]、衰变激发函数[195]及

粒子散射激发函数[196] 等。熔合激发函数是描述熔合反应截面随入射粒子能量变化的

函数。熔合激发函数对于理解核反应机制、确定熔合势垒高度及研究核结构等具有重要

意义，基于实验测量的熔合激发函数对能量进行二次微分可以得到势垒分布。通过势垒

分布可以定性研究原子核结构效应和动力学效应在熔合反应中的影响。例如，研究发

现，16O+154Sm与 16O+144Sm的势垒分布有明显的倾向性不同，这是因为 144Sm是 −β4

形变而 154Sm的 +β4形变，这表明势垒分布对 β4敏感。
40Ca+40Ca双核体系的势垒分布

呈现单高斯形状且宽度比较窄，这是因为双幻原子核结合得比较紧密，在反应过程中核

子不容易发生转移[37]。自上世纪六十年代以来，实验上测量了上千组不同弹靶体系的

熔合激发函数，为理解熔合反应提供了丰富的实验数据[197]。

熔合反应涉及到原子核形变、核子转移、能量耗散等复杂动力学过程，这些过程会
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强烈影响熔合激发函数。因此，在理论上需要基于传统核势模型，并考虑核子内部运动

自由度，如核激发 (振动激发、转动激发、巨共振等)和核子转移等，与相对运动自由度

的耦合[37]，耦合会使熔合势垒变成多个势垒。迄今为止，对于耦合的处理主要有两类，

第一类是唯象方法，如耦合道方法[44]。除了标准的耦合道外还引入了各种效应，如中

子转移[198]，压缩势[199]和复势[200]等，以解决极端垒下的实验数据。第二类是微观

动力学方法，如 DC-TDHF模型[77] 和 ImQMD模型[75]。为考虑耦合效应，唯象方法

需要引入额外参数，而在微观方法中，这些效应是自洽包含在模型中的，无需引入额外

参数。

本工作通过基于 ETF-TDHF模型计算得到的核-核相互作用势，结合传输矩阵方法

求解熔合几率，进而得到熔合激发函数。

4.2.2 传输矩阵方法

量子隧穿现象是微观世界的基本现象之一，它在物理学和化学领域都发挥着重要

作用。在核物理中，精确计算任意形状势垒的穿透概率，对描述熔合反应、α衰变的半

衰期、裂变等具有重要的意义。文献[201] 中，作者提出基于传输矩阵的数值方法精确

求解势垒穿透概率。如图 27所示，在传输矩阵方法中通过将势垒和有效质量分割成 N

个小部分，代替直接求解薛定谔方程。此时，熔合势垒 V (R)和有效质量 u(R)表示为

分段阶跃函数:

Vj = V

(
Rj−1 +Rj

2

)
µj = µ

(
Rj−1 +Rj

2

)
.

(4.37)

其中，Rj−1 > R > Rj (j = 0, 1, 2, · · · , N,N +1)。能量为 E的粒子在第 j区域的波函数

ψj(R)表示为

ψj = Aj exp
ikjx +Bj exp

−ikjx . (4.38)

式中，Aj 表示投射系数，Bj 表示反射系数，kj =
√
2uj(E − Vj)/ℏ。根据波函数及其导

数在每个区域的连续性条件，Aj 和 Bj 的值可以简化为 Aj

Bj

 =

j−1∏
l=0

Ml

 A0

B0

 . (4.39)
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其中，

Ml =
1

2

(1 + Sl) exp[−i(kl+1 − kl)Rl] (1− Sl) exp[−i(kl+1 + kl)Rl]

(1− Sl) exp[i(kl+1 + kl)Rl] (1 + Sl) exp[i(kl+1 − kl)Rl]

 , (4.40)

Sl =
µl+1

µl

kl
kl+1

. (4.41)

对于给定的入射波和出射波的边界条件，通过设置 A0 = 1和 BN+1 = 0，可以得到

射系数 AN+1和穿透几率 T (E):

AN+1 =
µN+1

µ0

k0
kN+1

1

M22

,

T (E) =
µ0

µN+1

kN+1

k0
|AN+1|2,

(4.42)

其中,

M =

M11 M12

M21 M22

 =
N∏
l=0

Ml. (4.43)

基于穿透几率 T (E)，势垒穿透截面表示为

σE = πλ2
∞∑
l=0

(2l + 1)Tl(E). (4.44)

其中，λ为入射道相对运动的波长，l 为入射道相对运动的角动量。在图 28中，黑色

实线表示用传输矩阵方法计算的结果，红色实心方框是基于Modified Numerov算法[56]

的计算结果。图 (a)是势垒穿透概率，图 (b)是熔合激发函数。可以看到，传输矩阵方法

与Modified Numerov算法计算的结果基本一致，这验证了我们程序的正确性。

4.2.3 计算结果与讨论

4.2.3.1 熔合激发函数

我们基于 ETF-TDHF方法计算了四个双幻核反应体系 (包括 16O+208Pb、40Ca+90Zr、
40Ca+40Ca和 40Ca+132Sn)的核-核相互作用势，并利用传输矩阵方法计算熔合概率，进

而得到了它们的熔合激发函数。图29中给出了它们的计算结果与实验数据的比较，其

68



北京航空航天大学博士学位论文

图 27 将势垒形状分割成 9份，粒子在穿透过程中发生穿透和反射的示意图[201]。

6 5 7 0 7 5 8 0 8 5 9 0

0 . 0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1 . 0

1 6 O + 2 0 8 P b

 M a t r i x  m e t h o d
 M o d i f i e d  N u m e r o v

T

E  ( M e V )

(a)

6 0 7 0 8 0 9 0 1 0 0 1 1 0 1 2 0
1 E - 5
1 E - 4

0 . 0 0 1
0 . 0 1

0 . 1
1

1 0
1 0 0

1 0 0 0

 M a t r i x  m e t h o d
 M o d i f i e d  N u m e r o v

σ 
(m

b)

E  ( M e V )

1 6 O + 2 0 8 P b

(b)

图 28 在 16O+208Pb反应中：(a)为在不同入射能量的势垒穿透几率，(b)为熔合激发函数。

69



第四章 重离子核-核相互作用势的微观动力学研究

中，(a)中实验数据取自[145-146]，(b)取自[171]，(c)取自[202-203]，(d)取自[204]。此

外，图中用绿色实线、蓝色实线和黑色实线分别表示三个不同的入射能量的计算结果。

在上一节中的研究表明，入射能量对核-核相互作用势有强烈影响，对应的熔合势

垒明显不同。熔合激发函数对熔合势垒非常敏感，特别是垒下部分，熔合势垒高度升高

1 MeV，会带来熔合截面数量级的改变。因此，在本工作中，我们分别取了低、中和高

三个不同的入射能量进行计算。从图29可以看到，在这四个体系中，在势垒附近和垒下

能量区域的实验数据与低入射能量的理论计算值比较符合，而在垒上能量区域的实验

数据与较高入射能量的理论计算值比较一致。这是因为，随着入射能量减小，势垒高度

减小、势垒半径增大且势垒展宽减小，相应的熔合几率增大，对应熔合截面增大。同时，

我们可以看到，理论计算结果很好再现这四个体系垒下部分的实验数据，垒下部分的增

强得到了很好地描述。需要说明的是，在计算中，微观动力学模型没有额外引入参数，

这个计算结果是非常可靠的。
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图 29 熔合激发函数的理论计算值与实验值的比较：(a)16O+208Pb，(b)40Ca+90Zr，(c)40Ca+40Ca，
(d)40Ca+132Sn。其中，实线为理论计算结果，散点图为实验数据 ((a)取自[145-146]、(b)取自[171]、
(c)取自[202-203]、(d)取自[204])。
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4.2.3.2 势垒分布

原子核内部核子的运动自由度对势垒分布非常敏感。实验上，可以通过熔合激发函

数、背角弹性或背角准弹性散射激发函数抽取势垒分布。其中，对于熔合激发函数的抽

取，通常采用三点微分法:

d2(Eσfus)

dE2
= 2

[
(Eσfus)3 − (Eσfus)2

E3 − E2

− (Eσfus)2 − (Eσfus)1
E2 − E1

](
1

E3 − E1

)
, (4.45)

对应势垒分布 Dfus(E)的能量 E = (E1 + 3E2 + E3)/4。在等能量步长 ∆E = E2 − E1 =

E3 − E2的条件下，上式可以简化为

d2(Eσfus)

dE2
=

(Eσfus)3 − 2(Eσfus)2 + (Eσfus)1
∆E2

. (4.46)

对应势垒分布的误差表示为

δDfus(E) ≈
(

E

∆E2

)[
(δσfus)

2
1 + 4(δσfus)

2
2 + (δσfus)

2
3

]1/2
, (4.47)

其中，(δσfus)i为实验测量误差，进而可以得到

δDfus(E) ∼
√
6

(
E

∆E2

)
(δσfus). (4.48)

根据上式可以发现，在垒上区域，由于具有较大的 E 值且实验测量数据存在较大的绝

对误差（δσfus），该区域的势垒分布误差 δDfus(E)较大。相比之下，垒下区域的误差相

对较小。此外，在抽取势垒分布时，由于势垒分布本身具有约 0.56ℏω (2-3 MeV)的分布

宽度，因此在实际计算中，为了得到较光滑的势垒分布，∆E 通常取 2-3 MeV。在本工

作中，∆E 取为 3 MeV。

基于熔合激发函数，通过(4.47)式，我们对图29中涉及到的反应体系抽取了势垒分

布，图30中分别给出了基于实验数据得到的结果和基于 TDHF理论计算得到的结果，与

图29采用相同的标记。可以看到，基于 TDHF理论计算值抽取的势垒分布是光滑的，而

基于实验数据抽取的势垒分布，特别是垒上能量区域，则有较大的误差棒。这是因为，

理论计算值是连续的，而实验数据在测量时，通常在一定的能量间隔下测量，因此会导
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致数据点的离散性和不确定性增加。同时，随着入射能量的升高，理论计算分布的中心

逐渐右移，且低能时，其峰值与实验数据分布峰值较为接近，这种变化可以解释为在低

能下和在高能下熔合势垒的差异导致的。尽管在垒上能量区域，实验数据存在较大的不

确定性，但很明显，高入射能量下的理论计算值没有重现这个四个体系在高能区域的势

垒分布。这可能是因为，实验测量的势垒分布提供的是动力学绝热势垒分布的信息，而

非体系在更高能量下感受到的真实势垒。

7 0 7 5 8 0 8 5
- 2 0 0

0

2 0 0

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

 E T D H F = 7 6  M e V
 E T D H F = 9 0  M e V
 E T D H F = 2 4 0  M e V

 C .  R .  M o r t o n ,  e t  a l .  ( 1 9 9 9 )
 M .  D a s g u p t a ,  e t  a l .  ( 2 0 0 7 )

d2 (Eσ
)/d

E2 (M
eV

)

E c . m . ( M e V )

E X P :1 6 O + 2 0 8 P b

(a)

4 5 5 0 5 5 6 0 6 5
- 2 0 0

0

2 0 0

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

 E T D H F = 5 5  M e V
 E T D H F = 6 0  M e V
 E T D H F = 8 0  M e V

d2 (Eσ
)/d

E2 (M
eV

)

E c . m . ( M e V )

4 0 C a + 4 0 C a E X P :
 H .  A .  A l j u w a i r ,  e t  a l .  ( 1 9 8 4 )
 G .  M o n t a g n o l i ,  e t  a l .  ( 2 0 1 2 )

(c)

9 0 9 5 1 0 0 1 0 5 1 1 0
- 2 0 0

0

2 0 0

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

d2 (Eσ
)/d

E2 (M
eV

)

E c . m . ( M e V )

 E T D H F = 1 0 0 M e V
 E T D H F = 1 2 0 M e V
 E T D H F = 1 5 0 M e V

4 0 C a + 9 0 Z r  H . T i m m e r s ,  e t  a l .  ( 1 9 9 7 )E X P :

(b)

1 0 0 1 0 5 1 1 0 1 1 5 1 2 0 1 2 5 1 3 0
- 2 0 0

0

2 0 0

4 0 0

6 0 0

8 0 0

1 0 0 0

E X P :
 J .  J .  k o l a t a ,  e t  a l .  ( 2 0 1 2 )

4 0 C a + 1 3 2 S n  E T D H F = 1 1 5  M e V
 E T D H F = 1 2 5  M e V
 E T D H F = 1 8 0  M e V

d2 (Eσ
)/d

E2 (M
eV

)

E c . m . ( M e V )

(d)

图 30 势垒分布的理论计算值与实验值的比较：(a)16O+208Pb，(b)40Ca+90Zr，(c)40Ca+40Ca，
(d)40Ca+132Sn。其中，实线为理论计算结果，散点图为实验数据 (同图29)。

4.2.4 小结

我们利用 ETF-TDHF方法计算了四个双幻核反应体系（包括 16O+208Pb、40Ca+90Zr、
40Ca+40Ca和 40Ca+132Sn）的核-核相互作用势，并通过传输矩阵方法计算了相应的熔合

激发函数，进一步得到了相应的势垒分布。鉴于核-核相互作用势强烈的能量依赖性，我

们利用三个不同入射能量计算相应的核-核相互作用势。研究发现，在垒下及势垒附近

的区域，实验数据与较低入射能量下的理论计算值符合较好，而在垒上能量区域，实验
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数据则与较高入射能量下的理论计算结果比较一致。随着入射能量的升高，我们发现理

论计算得到的势垒分布中心逐渐向右偏移。值得注意的是，在高入射能量时，理论计算

的势垒分布无法重现这四个体系在高能区域的势垒分布，这可能是因为，实验测量的势

垒分布提供的是动力学绝热势垒的分布信息，而非体系在更高能量下感受到的实际势

垒。

4.3 40Ar+176Hf熔合反应中形变效应的研究

4.3.1 引言

形状是我们认识宏观物体和感知外部世界的基本元素之一，人们可以根据物体的

不同形状特征对物体进行分类和识别。在微观世界下的量子体系中，形状特征不像在宏

观世界中那样直观和易于理解。这是因为微观粒子没有确定的坐标和动量，但它们可

以表现出叠加特性，这种特性使得多粒子体系表现出许多集体行为，如超导性、量子相

干、晶格振动等物理现象。原子核作为一个量子多体系统，自然而然的也会表现出许多

集体效应，譬如原子核的振动和转动等。原子核形变与这些集体行为紧密相关，它反应

了核子之间多体关联的性质和特征，是理解原子核结构的重要出发点。理论研究表明，

除了少数幻数原子核外，大部分原子核是具有形变的[133-134]。

原子核的形变也会影响核反应的动力学过程，特别是在低能核反应中，核子运动相

对缓慢，伴随着核子转移和密度的重新分配发生动力学形变，使得熔合势垒改变，进而

影响最终反应产物。很显然，弹靶核形变取向对这一过程也会有比较显著的影响。库仑

位垒附近的熔合反应是合成超重核素和丰质子核素重要的理论方法之一，理论和实验

都进行了广泛的研究。最近实验上系统测量了 40Ar轰击 165Ho、169Tm、174Yb、175Lu、
176Hf、181Ta这几个錒系原子核熔合蒸发反应的实验数据[205]，我们研究发现这些实验

数据与基于 MWS势的理论[183] 计算结果相差较大，部分体系高达 3个数量级。由于

MWS势结合统计衰变程序 HIVAP[206] 能非常好描述 7Li、12C、16O轰击 208Pb靶这一

系列熔合蒸发反应[183]，因此我们想弄清楚理论计算与实验数据系统性的偏差的主要

原因。

利用微观动力学研究熔合反应中的形变效应具有显著的优势，它能对核结构中的

形变效应和核反应产生的形变效应统一起来进行描述。近年来，人们利用密度约束的
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TDHF(DC-TDHF)方法对熔合反应做了大量的研究工作[90,94,127,129]。然而 DC-TDHF

方法需要在反应路径上做密度约束计算，计算成本非常高。因此，在本节中我们首先对

DC-TDHF方法数值计算方法上做了改进，以 16O+40Ca为例做了数值检验，然后将改进

的模型运用到 40Ar+176Hf熔合反应的研究中。

4.3.2 对 DC-TDHF方法的改进

在计算中，DC-TDHF方法需要对反应过程中特定位置上的波函数进行密度约束计

算，它跟形状约束的 Hartree-Fock自洽迭代计算方法本质上是一样的。为了节约计算时

间，特定位置的选取通常以时间步长为标准，将时间步长设定为∆t=2fm/c[90]。按照这

个时间步长，利用 DC-TDHF方法计算重离子熔合反应的核-核相互作用势大约需要在

200个位置处做密度约束计算。因此这是一个非常巨大的计算量，尤其是对于超重核反

应体系。

为了尽可能降低 DC-TDHF方法的计算量而不影响精度，我们把它跟 ETF-TDHF方

法结合起来。在前面小节中，我们发现 ETF-TDHF方法能比较精确给出反应体系在弹

靶深度接触之前的核-核相互作用势。因此，可以基于 ETF-TDHF方法确定的核-核相互

作用势形状，对需要进行密度约束计算的位置的进行估计。这样处理的好处是，对于

核-核相互作用势能曲线曲率比较小的区域，可以选取比较少的位置做约束计算，而对

于核-核相互作用势能曲线曲率比较大的区域，则选取较多的位置做密度约束计算。由

于核-核相互作用势在熔合位垒附近的形状类似一个倒抛物线的形式，曲率通常比较大。

因此可以根据当前位置距离势垒半径RB的远近程度确定计算步长，具体数值细节如下：
|R−RB| < 0.5 fm, ∆R = 0.5 fm

R−RB > 1.5 fm, ∆R = 1.2 fm

R−RB < 0.5 fm, ∆R = 0.6 fm .

(4.49)

式中R表示两核的质心距离，∆R表示上次密度约束计算时两核质心距离与当前位置处

两核质心距离的差值，势垒半径 RB 通过 ETF-TDHF方法计算得到。在后面的计算中，

我们将这种方法记为 DC-TDHF++方法。

为了验证 DC-TDHF++ 方法的正确性，我们首先检验了用式 (4.49)选取的目标位
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置，在进行密度约束计算时的精度。图 31给出的是在 16O+208Pb反应体系中，两核距

离 R分别在 10.7 fm、8.5 fm和 5.9 fm处，体系进行密度约束计算前与计算后的密度分

布。其中 (a)为质子的密度分布，(b)为中子的密度分布。黑色实线表示进行约束计算

前的体系的密度分布，红色虚线表示进行约束计算后体系的密度分布。从图中可以看

到，这两个密度基本重合。这表明在计算过程中，进行密度约束计算时，在保证能量最

低的同时，所得到的密度分布与进行密度约束计算迭代前的密度分布基本一致。图 32
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图 31 在 16O+208Pb反应中，在两核距离 R为 10.7 fm、8.5 fm和 5.9 fm处体系进行密度约束计算前
(实线)与计算后 (虚线)的密度分布。(a)为质子的密度分布，(b)为中子的密度分布。

中分别给出了用 ETF-TDHF、DC-TDHF、DC-TDHF++方法计算得到 16O+40Ca反应体

系在 Ec.m.=25 MeV能量下的核-核相互作用势。绿色圆点为 DC-TDHF++方法计算的结

果，橙色实线是 DC-TDHF以 ∆t = 2 fm/c步长计算的结果，浅蓝色虚线是 ETF-TDHF

计算的结果。我们可以看到，DC-TDHF++方法的结果与 DC-TDHF方法计算的曲线基

本重合，ETF-TDHF方法在熔合势垒附近比 DC-TDHF方法的结果略高。需要说明的是，

DC-TDHF++方法在这里只挑选了 17个位置进行密度约束计算，相较于 DC-TDHF方法

采用固定步长的计算量要少得多，其计算量约为后者的 1/10。

为了进一步检验 DC-TDHF++ 方法计算核势的可靠性，图 33 中 (a) 给出的是
16O+208Pb 反应体系的核-核相互作用势，绿色实线表示的 DC-TDHF++ 的结果，橙色

虚线表示的 ETF-TDHF 的结果，(b) 中给出利用 (a) 中的核-核相互作用势计算的熔合

激发函数与实验值的比较，实验数据取自[145]。可以发现，DC-TDHF++ 明显改善了
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图 32 利用 ETF-TDHF(蓝色虚线)、DC-TDHF(黄色实线)和 DC-TDHF++(绿色实线圆)计算得到
16O+40Ca反应在 Ec.m.=25 MeV能量下的核-核相互作用势。

ETF-TDHF方法对核-核相互作用势在垒下部分的描述。ETF-TDHF方法在垒下部分的

计算值比 DC-TDHF++ 方法的计算值低，所以对应 (b) 中计算熔合激发函数偏高。而

DC-TDHF++描述的核-核相互作用势比较合理，因此能较好再现 (b)中的实验数据。在

接下来对 40Ar+176Hf反应体系的研究中，我们采用 DC-TDHF++方法计算核-核相互作

用势。
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图 33 (a)利用 ETF-TDHF(绿色实线)和 DC-TDHF++(黄色实线)计算 16O+208Pb反应的核-核相互
作用势，(b)基于 (a)中的核-核相互作用势计算的熔合激发函数与实验值的对比，实验数据取
自[145]。

4.3.3 计算结果与讨论

在超重体系的熔合蒸发反应中，复合核通常具有较高的激发能，会通过蒸发中子、

质子、α粒子等轻粒子退激发，不同的退激发模式称为不同的反应道。不同反应道的蒸

发剩余截面 σER = σcapPCNWsur。其中 σcap 表示的是俘获截面、PCN 是复合核形成几率

及Wsur是复合核存活概率。在本工作中，我们利用MWS势计算俘获截面 σcap，统计衰

变模型 HIVAP计算复合核存活概率Wsur。同时，我们将复合核形成几率 Pcn取为 1，具

体原因在稍后给出。图 34给出的是 40Ar分别与 165Ho、169Tm、174Yb、175Lu、176Hf和
181Ta的熔合反应的部分反应道的蒸发剩余截面的理论计算值与实验值比较。其中黑色
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实线是 MWS势结合统计衰变模型 HIVAP计算的结果，红色实心点为实验测量值。可

以看到，理论计算的蒸发剩余截面与实验值差别较大，特别是 40Ar+176Hf和 40Ar+181Ta

这两个体系的偏差到达了两个数量级以上。我们初步认为，准裂变有可能对这些体系影

响较大，导致复合核形成几率 Pcn<1，从而使得理论计算值偏高。

图 34 40Ar与 165Ho (a)、169Tm (b)、174Yb (c)、175Lu (d)、176Hf (e)和 181Ta (f)的熔合反应的部分
反应道的蒸发剩余截面的理论计算值与实验值比较。

为了分析准裂变对 40Ar+176Hf反应体系的影响，我们用 DC-TDHF++方法计算了

该体系的核-核相互作用势。由于 TDHF模型计算比较耗时，我们只对这一个体系进行

研究。由于靶核是形变核，我们对靶核在头 (Tip) 和腰 (Side) 两个取向下分别进行了

计算。在进行计算时，我们选取了不同的入射能量，分别是 1.0V MWS
B 、0.99V MWS

B 以及

1.05V MWS
B 。在定态和动态计算中，采用 Skyme相互作用参数 Sly4d[193]，核子大小分别

为 30× 30× 30 fm3和 30× 30× 50 fm3。图 35展示的是利用 DC-TDHF++方法计算得到

的，在不同入射能量下，40Ar+176Hf反应在 Tip和 Side两种取向下的核-核相互作用势。

可以看到，入射能量越高，熔合势垒高度越高，且 Side方向的势垒高度整体比 Tip方向

高。此外，这两个方向上的核-核相互作用势俘获势阱的深度都超过 20 MeV，在 3.2.3.2

小节中的研究表明，入射核被靶核俘获后发生准裂变的概率极低，证明我们前面将复合
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核形成几率 Pcn设定为 1是合理的。

图 35 40Ar+176Hf在不同入射能量下，靶核在头 (Tip)和腰 (Side)两种取向下的核-核相互作用势。

根据图 35中所示的核-核相互作用势，我们利用 4.2节中介绍的传输矩阵方法计算

势垒穿透概率，进而得到俘获截面 σcap。图 36给出的是通过MWS势和 DC-TDHF++方

法计算得到的核-核相互作用势，进一步计算得到的俘获截面。(a)和 (b)中的红色实线

是基于 MWS势计算的俘获截面值，黑色虚线和绿色虚线则分别代表了 Tip和 Side方

向上的俘获截面值。可以看到，这两种方法在垒上能量区域对俘获截面的描述基本吻

合，但在势垒附近及垒下能量区域有显著差别。同时，DC-TDHF++方法的计算表明，

靶核的形变取向对计算结果影响有显著影响，由于图 35中 Side方向的势垒高度明显高

于 Tip方向，因此在垒下部分，Side方向上的俘获截面值相较于 Tip方向上的截面值显

著降低。在计算中，我们将 Tip方向的计算结果作为上限值，将 Side方向的计算结果作

为下限值。结合统计衰变模型 HIVAP程序，我们计算了 1p2n+1p3n反应道和 α2n+α3n

反应道的蒸发剩余截面。图 36中 (a)给出了 1p2n+1p3n反应道的结果，图 36(b)给出了

α2n+α3n反应道的结果。其中，天蓝色虚线表示基于MWS势得到的结果，而灰色区域

为 DC-TDHF++方法计算得到的结果，圆点和方框是实验数据[183]。可以发现，在熔合

势垒附近，DC-TDHF++方法的计算结果能很好地再现实验数据，实验数据更靠近灰色

区域的下限，这意味着反应体系在 Side方向上的发生反应的几率更大，与文中[125]的

结论一致。然而，在入射能量为 Ec.m. ≈ 134MeV处，实验数据更靠近MWS势计算的

结果，这一现象凸显出，对于这一反应的熔合过程，实现统一的描述仍然是一个待解决

的挑战。
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图 36 在 40Ar+176Hf反应中，不同反应道的蒸发剩余截面的理论计算值与实验值的比较，其中 (a)
为 1p2n+1p3n反应道，(b)为 α2n+α3n反应道。
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4.3.4 小结

我们结合 ETF-TDHF模型，对 DC-TDHF模型做了改进，发展了 DC-TDHF++方法。

这一改进在保持计算精度的同时，显著降低了运算量，计算时间约为改进前的 1/10。我

们以 16O+40Ca为例做了数值检验，经过验证，DC-TDHF++方法与原始的 DC-TDHF方

法所得结果高度一致。DC-TDHF++方法改善了 ETF-TDHF方法在垒下部分对熔合势垒

的描述不足，因此能够较好地再现 16O+208Pb反应体系的熔合激发函数。随后，我们将

此方法应用于 40Ar+176Hf反应研究中，结果表明该体系的核-核相互作用势与形变取向

紧密相关，特别是在 Side方向上的熔合势垒高度值明显大于 Tip方向上的势垒高度值。

同时，我们结合统计衰变模型 HIVAP程序计算了该体系 1p2n+1p3n和 α2n+α3n反应道

的蒸发剩余截面。研究发现，在熔合势垒附近，DC-TDHF++方法的计算能很好地再现

实验数据，实验数据更靠近 Side方向的计算结果，这意味着反应体系在 Side方向上发

生反应的几率更大。然而，在入射能量为 Ec.m. ≈ 134 MeV处，实验数据更靠近 MWS

势计算的结果。这一现象凸显出，对于这一反应的熔合过程，实现统一的描述仍然是一

个待解决的难题。
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第五章 总结及展望

5.1 总结

在重离子熔合反应中，当弹靶核逐渐趋近时，它们之间的核-核相互作用势呈现出

一种独特的形状，类似于一道障碍或壁垒，这种形状导致了它们在相互靠近时受到显著

的“阻碍”效果。因此，通常人们将这一特定区域内的核-核相互作用势定义为“熔合

势垒”，其大小和形状与反应产物的生成截面、出射粒子能谱以及产物分布等紧密相关。

熔合势垒涉及三个比较重要的参数：势垒高度 VB、势垒半径 RB 以及俘获势阱深

度 Bqf。普遍认为，在电荷乘积 Z1Z2<1000的核反应中，当两核接触时体系位于势垒内

侧，且俘获势阱较深，只要弹核被靶核俘获，它们就能发生熔合，此时熔合势垒高度等

同于俘获势垒高度。然而，在更大电荷乘积 Z1Z2>1000的核反应中，情况则有所不同。

当两核接触时体系位于势垒外侧，且俘获势阱通常较浅，这意味着需要额外推力才能使

体系越过势垒，进而实现熔合。因此，在这种情况下，熔合势垒高度会明显高于俘获势

垒高度，体系可能发生深度非弹散射 (DIC)、准裂变和熔合-裂变等反应类型，这些反应

类型与俘获势阱深度紧密相关。

微观动力学模型——时间依赖的 Hartree-Fock(TDHF)能够模拟核反应过程中核子

的动力学演化，并根据核反应计算核-核相互作用势，从而进一步提取熔合势垒的信息。

此外，TDHF模型模拟原子核的碰撞过程是一个半经典过程，即当弹核的入射能量低于

某个特定值时，它将无法克服势垒与靶核形成复合系统，这个特定能量被称为熔合阈

能，可将其用来估算势垒高度。大量理论研究表明，对于轻体系，俘获阈能等同于熔合

阈能；而对于重体系，熔合阈能高于俘获阈能。

本论文主要基于 TDHF 模型系统研究重离子熔合反应的势垒信息以及反应机制。

首先，我们利用 TDHF模型系统计算了 144个近球形核反应体系的俘获阈能，并与通

过拟合熔合激发函数提取的熔合势垒高度进行了比较。研究发现，对于弹靶都是幻数

核的熔合反应，TDHF模型给出的俘获阈能与实验提取的最可几俘获势垒高度非常接

近。对于近球形核引起的熔合反应，由于弹靶的第一激发态相对较低，需要考虑俘获

位置的体系激发能 (大约 1 MeV)，才能与实验提取值更接近。对于 144 个反应体系，

TDHF模型给出的俘获势垒与实验提取值之间的均方根偏差仅为 1.43 MeV，明显小于
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其它六个唯象核势的计算结果。进一步地，基于 TDHF模型计算的势垒参数作为微观输

入，采用 Siwek-Wilczyński熔合截面公式，成功再现了 40Ca+48Ca、16O+208Pb、28Si+96Zr、
40Ca+90,96Zr和 132Sn+40,48Ca这七个体系的熔合激发函数。同时发现，熔合体系的反应 Q

值会影响垒下截面，相对较大的反应 Q值会导致俘获位置的体系激发能较高，从而导

致弹靶的动力学形变与核子转移更容易，进而引起垒下截面的增强。

其次，为了精确地分析质量数-总动能 (M-TKE)分布，我们提出了两个函数来区分

俘获事件、准弹性 (QE)散射及深度非弹散射 (DIC)事件。我们发现，当基于 Skyrme能

量密度泛函结合密度冻结近似计算的俘获势阱深度减小时，俘获事件与 DIC事件的比

例明显减小。基于这一发现，实验能够通过测量的 M-TKE分布提取出俘获势阱深度。

进一步地，结合改进的量子分子动力学 (ImQMD)模型模拟，我们发现，QE散射事件的

接触时间小于 200 fm/c，而类裂变事件的接触时间则大于 600 fm/c，俘获与接触截面的

比例随着俘获势阱深度的增加而系统地增加。

最后，我们在 TDHF模型的基础上，结合拓展的 Thomas-Fermi(ETF)近似，发展了

ETF-TDHF模型。研究表明，在弹靶深度接触之前，ETF-TDHF模型计算的结果与密度

约束的 TDHF模型的结果高度一致，而在计算势垒高度时 ETF-TDHF方法能够节省大

量的计算耗时。我们还注意到熔合势垒具有强烈的能量相关性。基于 ETF-TDHF模型

计算出的熔合势垒，我们利用传输矩阵方法进一步计算了熔合激发函数及其势垒分布。

在对 40Ar+176Hf熔合反应中，我们研究发现入射道的形变取向对熔合势垒具有显著影

响，这一影响会改变蒸发剩余截面，头对腰碰撞的计算结果与实验数据更接近。

5.2 展望

(1)我们已系统计算了 144个近球形体系的俘获阈能，在超重核区开展熔合阈能的

系统计算是我们下一步工作的重点，我们能进一步提取额外推力，分析额外推力的系统

性规律，为实验提供更精确的理论依据。

(2)随着国内对合成超重新元素的研究日益深入，理论与实验的结合愈发紧密。为

此，我们计划利用新发展的 ETF-TDHF模型或 TDHF+SW模型开展理论研究，为实验

提供最佳入射能量和最佳弹靶组合的理论指导。

(3)在目前的工作中，我们尚未考虑对关联效应对俘获阈能或熔合阈能的影响。对

关联对于原子核结构具有显著影响，在核反应中对关联同样发挥着显著作用。为了更全
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面的理解熔合反应的反应机制，我们将研究对关联效应对俘获阈能或熔合阈能的影响。

(4)本工作发现，在超重反应体系中，随着俘获势阱的逐步变浅，DIC事件对于俘

获截面以及复合核形成概率的影响变得逐步变强。这一发现为实验提供了一个全新的

视角来测量俘获势阱深度。我们计划将 DIC事件的相对截面作为提取俘获势阱深度的

探针，并通过计算更多反应体系来验证这一方法的可行性。
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表：基于MSW公式提取的 144个近球形体系势垒参数的实验值[131]：(包括势垒高度

VB、势垒分布宽度W 和势垒半径 R0)及六个唯象模型计算的势垒高度值（包括 Prox

势、ETF4势、BW91势、Bass80势、MWS势、CW76势和 V TDHF
B ）值。

续表

反应体系 VB W R0 Prox ETF4 BW91 Bass80 MWS CW76 V TDHF
B

(MeV) (MeV) (fm) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV)

12C+13C[207] 5.63±0.03 0.52±0.02 6.82±0.15 6.51 5.78 6.09 5.95 5.7 5.88 5.91
12C+14C[208] 5.49±0.14 0.39±0.13 6.24±0.44 6.45 5.74 6.02 5.88 5.65 5.84 5.74
12C+14N[207] 6.90±0.06 0.64±0.01 7.64±0.30 7.57 6.73 7.12 6.95 6.66 6.81 6.95
12C+20Ne[209] 9.80±0.06 0.88±0.03 7.66±0.23 10.45 9.39 9.84 9.67 9.31 9.41 9.45
12C+50Ti[210] 19.72±0.31 1.20±0.60 8.12±0.52 20.46 18.95 19.39 19.2 18.71 18.77 19.23
12C+144Sm[211] 46.83±0.19 1.54±0.22 11.63±0.40 49.02 46.78 46.97 46.72 45.65 45.98 46.91
12C+208Pb[212] 56.34±0.05 1.26±0.05 10.59±0.04 60.81 58.32 58.08 57.78 56.53 57.51 57.82
13C+13C[213] 5.98±0.01 0.64±0.00 8.08±0.06 6.45 5.74 6.02 5.87 5.65 5.84 5.77
14N+12C[214] 6.90±0.06 0.64±0.01 7.64±0.27 7.57 6.73 7.12 6.95 6.66 6.81 6.95
14N+14N[215] 7.55±0.26 0.74±0.16 6.10±0.48 8.72 7.78 8.19 8.03 7.71 7.84 7.93
14N+14N[216] 9.64±0.04 0.88±0.01 11.93±0.16 8.72 7.78 8.19 8.03 7.71 7.84 7.93
14N+14N[207] 8.23±0.03 0.80±0.02 8.11±0.16 8.72 7.78 8.19 8.03 7.71 7.84 7.93
14N+16O[207] 9.23±0.05 0.83±0.02 8.70±0.24 9.85 8.82 9.26 9.09 8.75 8.86 8.95
14N+59Co[217] 26.81±0.44 1.41±1.42 9.46±0.31 28.32 26.5 26.97 26.8 26.16 26.05 26.13
15N+54Fe[218] 26.19±0.43 1.81±0.35 10.04±0.63 27.43 25.66 26.09 25.93 25.33 25.22 25.5
16O+12C[219] 7.72±0.02 0.67±0.00 7.81±0.11 8.55 7.63 8.04 7.87 7.56 7.69 7.88
16O+13C[220] 7.80±0.13 0.80±0.03 7.30±0.57 8.47 7.57 7.93 7.77 7.49 7.64 7.7
16O+14N[214] 9.16±0.04 0.82±0.02 8.25±0.16 9.85 8.82 9.26 9.09 8.75 8.86 8.93
16O+16O[221] 10.34±0.08 0.92±0.12 8.50±0.24 11.12 10.0 10.46 10.29 9.92 10.0 10.08
16O+16O[222] 10.32±0.09 0.95±0.02 9.09±0.39 11.12 10.0 10.46 10.29 9.92 10.0 10.08
16O+50Ti[217] 26.06±0.37 1.65±0.48 8.28±0.35 26.66 24.9 25.3 25.15 24.59 24.48 25.0
16O+50Ti[223] 25.98±0.26 1.55±0.44 9.12±0.31 26.66 24.9 25.3 25.15 24.59 24.48 25.0
16O+54Fe[218] 30.29±0.39 1.46±0.71 8.76±0.43 31.25 29.3 29.82 29.68 28.97 28.67 29.36
16O+58Ni[224] 31.32±0.03 1.07±0.06 9.33±0.03 33.32 31.32 31.83 31.69 30.95 30.62 31.36
16O+62Ni[224] 30.54±0.03 1.04±0.07 8.93±0.04 32.97 31.01 31.4 31.26 30.59 30.37 30.9
16O+70Ge[225] 34.76±0.06 1.45±0.03 9.75±0.07 37.03 34.98 35.36 35.23 34.47 34.2 34.62
16O+112Sn[226] 50.61±0.11 1.38±0.11 9.81±0.20 53.85 51.53 51.63 51.52 50.48 50.25 50.93
16O+116Sn[226] 50.20±0.11 1.39±0.11 9.96±0.17 53.53 51.23 51.24 51.12 50.13 50.0 49.82
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16O+144Sm[43] 60.51±0.01 1.59±0.01 10.34±0.02 64.08 61.66 61.46 61.34 60.14 60.14 60.88
16O+208Pb[146] 73.79±0.01 1.20±0.00 10.62±0.01 79.59 76.95 76.1 75.94 74.53 75.31 74.65
16O+208Pb[227] 74.13±0.27 1.23±0.11 10.59±0.30 79.59 76.95 76.1 75.94 74.53 75.31 74.65
18O+12C[228] 7.43±0.17 0.35±0.48 7.34±0.24 8.41 7.53 7.87 7.72 7.44 7.61 7.69
18O+12C[229] 7.71±0.09 0.87±0.13 7.41±0.13 8.41 7.53 7.87 7.72 7.44 7.61 7.69
18O+16O[222] 9.90±0.09 0.85±0.06 8.07±0.38 10.94 9.88 10.24 10.09 9.77 9.9 9.75
18O+44Ca[210] 22.44±0.18 1.37±0.27 8.35±0.21 24.32 22.7 23.01 22.84 22.4 22.37 20.96
18O+58Ni[230] 31.68±0.31 2.85±0.27 8.02±0.20 32.86 30.98 31.28 31.14 30.54 30.33 30.5
18O+60Ni[231] 33.77±0.58 2.72±0.29 10.69±0.59 32.69 30.82 31.08 30.93 30.37 30.21 30.17
18O+64Ni[231] 33.29±0.42 2.36±0.21 9.77±0.45 32.35 30.53 30.72 30.53 30.03 29.98 29.9
18O+208Pb[227] 74.14±0.28 1.33±0.10 10.80±0.31 78.69 76.27 75.18 74.83 73.75 74.72 74.01
20Ne+208Pb[232] 94.52±0.30 2.16±0.06 11.22±0.30 97.87 95.29 93.75 93.75 92.23 92.73 92.06
24Mg+24Mg[233] 22.07±0.11 1.09±0.29 8.57±0.06 23.01 21.27 21.84 21.69 21.13 20.89 20.82
24Mg+26Mg[233] 20.89±0.07 1.24±0.09 8.35±0.07 22.75 21.08 21.53 21.39 20.9 20.73 20.67
24Mg+30Si[234] 24.10±0.16 1.06±0.22 8.07±0.36 26.13 24.33 24.79 24.66 24.12 23.85 23.73
28Si+24Mg[235] 24.51±0.10 1.09±0.14 8.13±0.18 26.39 24.53 25.1 24.97 24.36 24.01 24.67
28Si+24Mg[233] 24.64±0.06 0.91±0.18 8.10±0.06 26.39 24.53 25.1 24.97 24.36 24.01 24.67
28Si+26Mg[235] 24.91±0.08 1.10±0.07 8.47±0.17 26.1 24.31 24.75 24.62 24.09 23.83 24.8
28Si+28Si[233] 29.03±0.09 1.63±0.10 8.26±0.07 30.27 28.3 28.85 28.74 28.08 27.61 29.45
28Si+28Si[236] 29.53±0.25 1.41±0.10 9.12±0.56 30.27 28.3 28.85 28.74 28.08 27.61 29.45
28Si+29Si[233] 28.53±0.15 1.42±0.12 8.24±0.17 30.12 28.18 28.67 28.57 27.94 27.51 28.57
28Si+30Si[233] 28.22±0.09 1.41±0.10 8.41±0.07 29.97 28.07 28.5 28.39 27.81 27.42 28.63
28Si+30Si[210] 28.73±0.33 1.75±0.17 8.18±0.31 29.97 28.07 28.5 28.39 27.81 27.42 28.63
28Si+30Si[237] 28.19±0.13 1.13±0.11 8.02±0.34 29.97 28.07 28.5 28.39 27.81 27.42 28.63
28Si+58Ni[238] 53.92±0.22 1.52±0.15 9.01±0.42 55.28 52.98 53.16 53.22 52.27 51.13 53.56
28Si+62Ni[239] 51.33±0.42 1.22±0.14 7.86±0.90 54.72 52.48 52.47 52.52 51.68 50.74 52.72
28Si+64Ni[239] 51.33±0.70 0.99±0.12 8.51±0.70 54.46 52.23 52.15 52.19 51.4 50.55 51.95
28Si+64Ni[240] 50.37±0.16 1.30±0.13 7.23±0.36 54.46 52.23 52.15 52.19 51.4 50.55 51.95
28Si+64Ni[241] 50.72±0.27 1.23±0.10 7.18±0.50 54.46 52.23 52.15 52.19 51.4 50.55 51.95
28Si+68Zn[242] 53.43±0.21 1.39±0.12 7.47±0.21 57.88 55.63 55.49 55.55 54.71 53.78 55.36
28Si+68Zn[243] 53.42±0.52 1.44±0.24 7.67±0.63 57.88 55.63 55.49 55.55 54.71 53.78 55.36
28Si+90Zr[244] 72.36±0.33 2.17±0.31 10.24±0.54 74.19 71.91 71.38 71.55 70.49 69.29 72.4
28Si+96Zr[159] 70.00±0.44 1.82±0.10 9.75±0.40 73.44 71.16 70.46 70.59 69.63 68.73 70.55
28Si+208Pb[245] 126.74±0.34 2.15±0.10 10.88±0.22 133.36 131.3 128.21 128.58 126.83 126.68 129.85
30Si+24Mg[235] 23.98±0.08 1.01±0.04 8.07±0.19 26.13 24.33 24.79 24.66 24.12 23.85 23.74
30Si+26Mg[235] 24.87±0.09 1.14±0.06 9.51±0.21 25.84 24.12 24.47 24.33 23.86 23.67 24.18
30Si+30Si[210] 28.10±0.17 0.91±0.12 8.60±0.20 29.68 27.84 28.18 28.06 27.54 27.24 28.11
30Si+58Ni[239] 52.74±0.41 1.44±0.49 8.70±0.69 54.79 52.58 52.57 52.62 51.8 50.81 51.95
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30Si+62Ni[239] 51.94±0.37 1.42±0.24 9.57±0.62 54.24 52.09 51.93 51.93 51.22 50.43 51.61
30Si+64Ni[239] 51.29±0.14 1.31±0.18 9.45±0.30 53.98 51.85 51.63 51.61 50.95 50.24 51.07
32S+12C[246] 15.14±0.20 1.07±0.11 8.30±0.38 15.83 14.46 15.0 14.82 14.34 14.36 14.59
32S+13C[246] 15.78±0.25 1.29±0.37 9.55±0.47 15.69 14.36 14.81 14.64 14.22 14.27 14.45
32S+24Mg[247] 27.84±0.28 1.12±0.64 8.71±0.50 29.69 27.74 28.29 28.18 27.52 27.08 26.96
32S+26Mg[247] 27.05±0.17 1.19±0.09 8.47±0.32 29.37 27.49 27.91 27.8 27.23 26.88 27.28
32S+48Ca[248] 42.57±0.23 1.49±0.20 8.16±0.43 45.44 43.37 43.34 43.33 42.72 42.11 42.41
32S+58Ni[249] 58.47±0.15 0.88±0.07 8.20±0.16 62.3 59.99 60.01 60.15 59.14 57.73 58.81
32S+58Ni[239] 59.64±0.32 1.32±0.42 8.49±0.42 62.3 59.99 60.01 60.15 59.14 57.73 58.81
32S+58Ni[250] 59.60±0.32 1.29±0.25 8.38±0.63 62.3 59.99 60.01 60.15 59.14 57.73 58.81
32S+64Ni[249] 56.74±0.14 1.03±0.08 8.38±0.16 61.38 59.14 58.88 58.99 58.16 57.08 57.8
32S+64Ni[242] 58.94±0.30 1.73±0.09 10.21±0.29 61.38 59.14 58.88 58.99 58.16 57.08 57.8
32S+64Ni[243] 59.41±1.27 3.00±0.55 11.03±1.43 61.38 59.14 58.88 58.99 58.16 57.08 57.8
32S+64Ni[250] 57.44±0.21 1.51±0.28 8.32±0.32 61.38 59.14 58.88 58.99 58.16 57.08 57.8
32S+64Ni[239] 57.41±0.26 1.51±0.26 8.33±0.35 61.38 59.14 58.88 58.99 58.16 57.08 57.8
32S+90Zr[172] 79.37±0.03 1.68±0.02 10.40±0.02 83.67 81.48 80.65 80.92 79.8 78.28 79.61
32S+96Zr[172] 78.20±0.03 2.31±0.02 10.11±0.02 82.83 80.64 79.6 79.84 78.84 77.65 78.04
32S+112Sn[226] 94.98±0.22 1.73±0.12 8.93±0.23 101.3 99.25 97.89 98.29 96.91 95.17 97.21
32S+120Sn[226] 94.13±0.23 1.89±0.07 9.65±0.21 100.2 98.12 96.49 96.83 95.61 94.32 93.96
32S+138Ba[251] 107.55±0.27 3.14±0.17 10.37±0.19 109.85 107.82 105.72 106.11 104.81 103.68 104.95
34S+24Mg[247] 27.50±0.20 1.12±0.17 9.31±0.52 29.43 27.53 27.98 27.87 27.28 26.91 26.88
34S+26Mg[247] 26.93±0.14 1.00±0.07 9.00±0.32 29.11 27.29 27.63 27.5 26.99 26.71 27.3
34S+58Ni[239] 58.60±0.35 1.27±0.15 7.78±0.49 61.79 59.57 59.42 59.53 58.65 57.4 58.57
34S+64Ni[249] 56.42±0.10 1.37±0.05 8.52±0.15 60.9 58.76 58.36 58.4 57.69 56.76 57.76
34S+64Ni[239] 56.99±0.28 1.29±0.11 8.81±0.46 60.9 58.76 58.36 58.4 57.69 56.76 57.76
34S+208Pb[252] 141.30±1.04 1.59±0.17 9.56±1.20 149.68 148.18 144.07 144.4 142.84 142.61 144.92
36S+48Ca[253] 42.44±0.13 1.22±0.07 10.39±0.35 44.72 42.79 42.6 42.48 42.04 41.63 42.05
36S+48Ca[254] 42.15±0.07 1.09±0.04 11.13±0.20 44.72 42.79 42.6 42.48 42.04 41.63 42.05
36S+58Ni[239] 58.30±0.25 1.42±0.28 7.58±0.34 61.32 59.18 58.87 58.95 58.19 57.09 57.22
36S+58Ni[250] 58.34±0.23 1.42±0.28 7.91±0.39 61.32 59.18 58.87 58.95 58.19 57.09 57.22
36S+64Ni[250] 57.04±0.17 1.17±0.15 8.88±0.33 60.44 58.38 57.86 57.85 57.25 56.46 56.67
36S+64Ni[239] 56.87±0.20 1.14±0.23 8.83±0.35 60.44 58.38 57.86 57.85 57.25 56.46 56.67
36S+64Ni[255] 56.25±0.03 1.19±0.10 9.79±0.04 60.44 58.38 57.86 57.85 57.25 56.46 56.67
36S+90Zr[256] 77.22±0.03 1.36±0.02 11.14±0.04 82.44 80.44 79.29 79.41 78.6 77.47 77.84
36S+96Zr[256] 75.35±0.03 1.00±0.01 11.46±0.04 81.63 79.65 78.34 78.36 77.68 76.85 76.75
36S+92Mo[257] 81.69±0.61 1.98±0.18 9.13±1.11 86.32 84.35 83.14 83.32 82.41 81.12 81.75
36S+208Pb[252] 139.90±0.55 1.37±0.21 9.94±1.01 148.72 147.38 143.11 143.22 141.92 141.95 142.17
35Cl+24Mg[258] 30.22±0.23 1.65±0.26 9.84±0.52 31.19 29.22 29.72 29.61 28.96 28.51 28.65
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35Cl+26Mg[258] 29.47±0.41 1.93±0.24 8.29±0.48 30.85 28.96 29.32 29.22 28.66 28.3 28.58
35Cl+58Ni[259] 61.33±0.27 1.40±0.23 9.00±0.21 65.51 63.24 63.09 63.25 62.28 60.82 62.28
35Cl+60Ni[259] 61.04±0.35 2.12±0.27 9.27±0.28 65.17 62.94 62.7 62.84 61.93 60.59 61.96
35Cl+62Ni[259] 60.59±0.21 1.53±0.66 9.48±0.13 64.86 62.65 62.31 62.43 61.59 60.37 62.19
35Cl+62Ni[260] 60.73±0.21 1.57±0.57 9.65±0.16 64.86 62.65 62.31 62.43 61.59 60.37 62.19
35Cl+62Ni[259] 60.71±0.26 1.69±0.87 9.59±0.16 64.86 62.65 62.31 62.43 61.59 60.37 62.19
35Cl+64Ni[259] 60.30±0.31 2.26±0.28 9.67±0.26 64.54 62.37 61.94 62.05 61.26 60.15 61.38
37Cl+24Mg[258] 29.39±0.31 1.98±0.11 8.54±0.54 30.93 29.01 29.41 29.31 28.72 28.34 27.94
37Cl+26Mg[258] 28.61±0.32 0.87±0.09 7.59±0.46 30.6 28.76 29.05 28.92 28.42 28.14 28.33
37Cl+59Co[242] 58.36±0.11 1.48±0.09 8.74±0.15 62.5 60.36 59.97 60.04 59.3 58.23 58.34
37Cl+70Ge[261] 66.98±0.14 1.68±0.07 8.31±0.15 72.42 70.3 69.64 69.78 68.94 67.68 68.51
40Ar+112Sn[262] 104.77±0.14 1.86±0.04 9.43±0.11 111.18 109.56 107.37 107.72 106.63 104.99 107.69
40Ar+116Sn[262] 104.89±0.23 1.99±0.03 9.65±0.15 110.59 108.94 106.65 106.92 105.92 104.52 106.09
40Ar+122Sn[262] 104.55±0.15 2.13±0.03 10.38±0.11 109.73 108.04 105.62 105.79 104.92 103.84 104.04
40Ar+144Sm[262] 125.75±0.73 2.01±0.11 9.24±0.69 132.78 131.5 128.27 128.67 127.43 125.98 129.13
40Ar+144Sm[263] 126.44±0.49 2.86±0.19 9.38±0.47 132.78 131.5 128.27 128.67 127.43 125.98 129.13
40Ar+208Pb[264] 158.77±1.82 3.88±1.68 10.57±0.96 165.78 164.86 159.74 160.03 158.65 158.33 160.8
40Ca+40Ca[202] 53.32±0.19 1.37±0.15 9.93±0.33 56.86 54.53 54.76 54.87 53.89 52.49 53.28
40Ca+40Ca[203] 53.51±0.17 1.31±0.12 10.15±0.40 56.86 54.53 54.76 54.87 53.89 52.49 53.28
40Ca+44Ca[202] 52.08±0.41 1.16±0.09 8.76±0.46 56.1 53.88 53.84 53.92 53.12 51.98 51.16
40Ca+48Ca[202] 51.28±0.20 1.47±0.36 7.86±0.30 55.39 53.26 52.99 53.07 52.4 51.5 51.98
40Ca+48Ca[265] 51.87±0.14 1.37±0.02 8.24±0.16 55.39 53.26 52.99 53.07 52.4 51.5 51.98
40Ca+48Ca[144] 51.68±0.04 1.67±0.14 11.29±0.04 55.39 53.26 52.99 53.07 52.4 51.5 51.98
40Ca+50Ti[266] 57.00±0.26 1.62±0.11 9.03±0.40 60.7 58.51 58.26 58.39 57.59 56.41 57.17
40Ca+58Ni[267] 71.71±0.29 1.90±0.18 8.87±0.28 75.97 73.73 73.4 73.7 72.57 70.64 71.74
40Ca+58Ni[268] 71.15±0.16 1.30±0.08 8.59±0.24 75.97 73.73 73.4 73.7 72.57 70.64 71.74
40Ca+60Ni[267] 70.93±0.43 1.99±0.30 9.46±0.62 75.6 73.39 72.94 73.21 72.16 70.38 70.89
40Ca+62Ni[267] 70.67±0.33 2.32±0.23 9.39±0.21 75.23 73.04 72.5 72.74 71.76 70.12 71.35
40Ca+62Ni[267] 70.80±0.47 2.39±0.30 9.52±0.37 75.23 73.04 72.5 72.74 71.76 70.12 71.35
40Ca+64Ni[268] 69.44±0.47 1.39±0.07 8.68±0.60 74.88 72.72 72.06 72.3 71.38 69.87 70.3
40Ca+90Zr[269] 96.18±0.01 1.58±0.01 10.00±0.02 102.19 100.28 98.8 99.29 98.04 95.9 97.08
40Ca+90Zr[171] 96.40±0.08 1.54±0.04 9.97±0.12 102.19 100.28 98.8 99.29 98.04 95.9 97.08
40Ca+96Zr[269] 94.09±0.02 2.16±0.03 9.62±0.02 101.19 99.27 97.54 97.98 96.88 95.15 95.07
40Ca+96Zr[171] 94.32±0.18 2.17±0.05 9.60±0.15 101.19 99.27 97.54 97.98 96.88 95.15 95.07
40Ca+96Zr[270] 95.06±1.13 2.28±0.19 10.30±1.14 101.19 99.27 97.54 97.98 96.88 95.15 95.07
40Ca+124Sn[271] 113.22±0.04 2.19±0.12 9.62±0.02 121.89 120.21 117.52 118.09 116.83 115.14 112.92
40Ca+124Sn[272] 113.34±0.04 2.26±0.14 9.56±0.03 121.89 120.21 117.52 118.09 116.83 115.14 112.92
40Ca+208Pb[273] 176.68±0.23 3.91±0.64 9.96±0.05 184.66 183.94 178.22 179.25 177.18 175.92 176.91
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48Ca+48Ca[274] 51.51±0.08 1.10±0.04 10.43±0.19 53.99 52.09 51.53 51.4 51.02 50.56 51.12
48Ca+48Ca[144] 51.04±0.02 0.88±0.07 10.68±0.05 53.99 52.09 51.53 51.4 51.02 50.56 51.12
48Ca+90Zr[275] 94.70±0.03 1.78±0.02 9.86±0.02 99.79 98.18 96.12 96.3 95.6 94.26 94.56
48Ca+96Zr[275] 93.43±0.06 1.31±0.03 10.06±0.03 98.84 97.23 95.05 95.07 94.51 93.53 93.51
48Ca+208Pb[276] 175.49±0.54 2.89±0.20 12.53±0.46 180.79 180.58 174.29 174.37 173.34 173.21 174.78
50Ti+60Ni[277] 77.27±0.14 1.99±0.20 9.87±0.17 80.82 78.84 77.81 78.02 77.22 75.71 77.65
50Ti+90Zr[278] 104.29±0.19 1.37±0.07 10.05±0.21 109.42 107.89 105.61 105.97 105.09 103.27 105.79
58Ni+54Fe[279] 91.67±0.30 1.25±0.05 9.02±0.35 95.28 93.33 92.27 92.75 91.54 89.09 91.69
58Ni+54Fe[280] 91.90±0.05 1.33±0.01 9.41±0.04 95.28 93.33 92.27 92.75 91.54 89.09 91.69
58Ni+54Fe[281] 91.78±0.31 1.30±0.05 8.94±0.33 95.28 93.33 92.27 92.75 91.54 89.09 91.69
58Ni+58Ni[282] 99.19±0.33 1.47±0.08 8.09±0.33 101.73 99.88 98.61 99.18 97.89 95.22 98.17
58Ni+60Ni[283] 97.99±0.08 1.68±0.02 8.34±0.05 101.23 99.43 98.02 98.54 97.35 94.88 97.48
58Ni+64Ni[284] 95.43±0.33 1.98±0.70 8.49±0.38 100.31 98.56 96.91 97.35 96.35 94.22 96.41
58Ni+64Ni[285] 96.67±0.94 1.97±0.18 8.45±0.72 100.31 98.56 96.91 97.35 96.35 94.22 96.41
58Ni+90Zr[286] 133.74±1.53 2.18±0.34 7.76±1.06 137.21 136.2 133.08 133.96 132.58 129.51 132.78
58Ni+92Mo[287] 138.89±0.66 2.55±0.26 8.32±0.71 143.7 142.85 139.6 140.6 139.06 135.63 140.32
58Ni+112Sn[288] 159.52±1.81 4.67±3.97 7.53±0.55 166.51 166.29 161.85 163.08 161.36 157.68 163.54
58Ni+112Sn[289] 165.50±3.24 7.01±6.53 7.82±0.81 166.51 166.29 161.85 163.08 161.36 157.68 163.54
58Ni+114Sn[289] 169.67±4.40 5.54±0.82 9.13±1.08 166.08 165.83 161.3 162.47 160.84 157.34 163.03
58Ni+116Sn[289] 166.79±5.49 5.35±4.19 9.12±1.81 165.65 165.36 160.74 161.88 160.32 157.0 161.15
58Ni+118Sn[289] 163.22±2.53 3.19±3.15 8.15±0.74 165.21 164.91 160.22 161.29 159.8 156.67 160.73
58Ni+120Sn[289] 163.71±2.93 3.91±4.12 8.71±0.87 164.81 164.47 159.68 160.73 159.31 156.34 159.26
58Ni+124Sn[289] 162.03±1.70 5.63±0.84 8.93±0.64 163.99 163.59 158.67 159.63 158.32 155.7 156.92
58Ni+124Sn[288] 157.46±2.02 3.99±1.77 9.44±0.88 163.99 163.59 158.67 159.63 158.32 155.7 156.92
58Ni+124Sn[290] 158.34±1.65 3.09±0.32 9.74±2.13 163.99 163.59 158.67 159.63 158.32 155.7 156.92
64Ni+58Ni[291] 96.48±1.00 3.03±0.41 7.90±0.96 100.31 98.56 96.91 97.35 96.35 94.22 96.36
64Ni+64Ni[284] 94.99±0.49 1.47±0.07 10.16±0.62 98.95 97.28 95.36 95.6 94.88 93.23 95.11
64Ni+64Ni[291] 93.74±0.60 1.30±0.14 8.57±0.50 98.95 97.28 95.36 95.6 94.88 93.23 95.11
64Ni+64Ni[292] 94.45±0.33 1.23±0.05 9.69±0.51 98.95 97.28 95.36 95.6 94.88 93.23 95.11
64Ni+64Ni[293] 92.43±0.14 1.32±0.06 8.40±0.33 98.95 97.28 95.36 95.6 94.88 93.23 95.11
64Ni+96Zr[294] 128.96±1.29 2.39±0.28 8.09±0.94 134.15 133.22 129.55 129.95 129.18 127.24 130.14
64Ni+92Mo[287] 135.87±1.01 3.05±0.50 9.42±0.83 141.82 141.07 137.39 138.12 137.01 134.27 137.94
64Ni+112Sn[289] 157.62±2.47 2.69±0.69 8.65±1.12 164.38 164.27 159.39 160.26 159.05 156.14 160.98
64Ni+114Sn[289] 158.85±1.52 4.08±0.90 9.37±0.92 163.94 163.81 158.88 159.69 158.53 155.81 160.67
64Ni+116Sn[289] 158.47±1.50 3.92±0.68 10.02±0.96 163.54 163.37 158.37 159.11 158.04 155.47 159.54
64Ni+118Sn[295] 157.40±1.46 4.31±1.01 9.35±0.81 163.13 162.93 157.89 158.56 157.55 155.15 159.35
64Ni+120Sn[289] 156.45±1.90 3.54±1.11 9.33±0.88 162.71 162.49 157.4 158.01 157.06 154.83 157.98
64Ni+122Sn[289] 155.98±1.72 2.26±0.64 9.41±0.80 162.32 162.08 156.93 157.48 156.59 154.51 157.07
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64Ni+124Sn[289] 154.87±0.94 2.85±1.11 9.59±0.53 161.94 161.66 156.46 156.95 156.11 154.2 155.64
86Kr+70Ge[296] 133.71±0.59 2.88±0.08 9.10±0.38 138.61 137.78 134.07 134.68 133.74 131.32 134.73
124Sn+40Ca[204] 113.18±0.47 2.38±1.64 9.66±0.18 121.89 120.21 117.52 118.09 116.83 115.14 112.91
124Sn+48Ca[204] 113.69±0.23 1.80±0.39 9.99±0.09 119.16 117.82 114.68 114.69 114.08 113.24 112.25
132Sn+40Ca[204] 115.24±0.42 2.98±0.88 11.06±0.22 120.7 118.94 116.01 116.51 115.4 114.2 114.38
132Sn+58Ni[297] 159.45±0.83 4.26±1.56 11.32±0.52 162.45 161.91 156.75 157.55 156.45 154.48 156.26
132Sn+64Ni[298] 151.08±1.59 5.82±1.00 8.23±0.61 160.44 160.02 154.66 154.96 154.32 153.0 154.77
132Sn+64Ni[299] 157.61±1.78 3.08±0.56 11.97±0.83 160.44 160.02 154.66 154.96 154.32 153.0 154.77
134Te+40Ca[300] 116.79±0.46 2.29±0.40 8.79±0.28 125.28 123.6 120.58 121.14 119.93 118.53 117.0
134Te+64Ni[301] 164.21±0.79 2.66±0.41 9.22±0.51 166.54 166.32 160.73 161.13 160.38 158.82 161.03
208Pb+50Ti[180] 194.55±0.56 2.22±2.92 7.83±0.16 198.36 198.57 191.48 191.97 190.62 189.86 196.03
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